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5. a) Fiir das gegebene lineare Gleichungssystem A -z = 0 mit der Koeffizienten-

matrix
-1 5 4 -6
2 -3 -1 5
A= 3 1 4 2
4 -2 2 6

betrachten wir die zugehorige erweiterte Koeffizientenmatrix (A|0); dabei
ergibt sich

-1 5 4 —-610
- 2 -3 -1 5 0 II+21
(A]0) = 3 1 4 2 0 IH+3E§V+41
4 -2 2 6 0
-1 5 4 -6 0 -1 5 4 -6 0
- o 7 7 =7 0 iil o 1 1 -1 0 .
0 16 16 =16 | 0O 0 16 16 —-161| O
0 18 18 —18| 0 0 18 18 —18 | 0
-1 0 -1 —-110
1511 0O 1 1 —-110
11611, IV—18II 0 0 0 0 0
0O 0 0 O 0

Damit sind die beiden Variablen x3 und x4 frei, so dafl man mit 23 = A und
x4 = i € R beliebig

e 1o+ x3—x4=0,also x9 = —x3+ 24 = —\+ p, und

o — 1y —23—24=0alsory = —x3 — x4 =—\—p,

und folglich die Losungsmenge

. —
A+ pu
A
"

L= |\, peR

erhalt.



b) Mit den unter a) fiir das lineare Gleichungssystem A -z = 0 durchgefiihrten
Umformungen ergibt sich etwa fiir die rechte Seite

0
_ |0 4
b=|,|€R
0
dann
1 5 4 —6] 0 1 5 4 —61|0
29 -3 -1 510 0 7 7 —-710
A= 5 1 4 ol 1| 0 16 16 —16| 1|
4 -2 2 6|0 0 18 18 —18| 0
-1 5 4 610 10 -1 —-1]0
0 1 1 —11]0 0 1 1 —1]0
[ d o N
0 16 16 —16| 1 o0 0 o01]1]
0 18 18 —18| 0 00 0 010

wegen des Pivots in der letzten Spalte ist das durch die erweiterte Koeffizi-
entenmatrix (A|b) gegebene lineare Gleichungssystem unlésbar.

a) Esist A€ R¥>? B e RY™ und C € R?**. Das Produkt zweier Matrizen ist
genau dann definiert, wenn die Anzahl der Spalten der ersten Matrix mit

der Anzahl der Zeilen der zweiten Matrix iibereinstimmt. Daher lassen sich
die folgenden Produkte bilden:

—4 3 20 6 -8 —22
A.c=1 2 (; 2 i ;): 17 15 13 11 | e R4
7 -5 ~33 -9 15 39
Z 41 _12 —4 3 _ig 257
A= - . N 4%2
B-A=149 2 -3 i _25 o7 25| €K
1 5 2 23 -3
und
3 4 -2
(1357 4 -1 1| (18 46 0 o3
CB_(8642) 2 2 -3 _<54 44 —18>GR
1 5 2
b) Esist
1 0 —1 1 0 —1 3 —1 —4
A2=(1 1 1]-l1 1 1]l=1l0 2 3

-2 1 3 -2 1 3 -7 4 12



7.

a)

sowie
1 0 —1 3 —1 —4 10 -5 —16
AA=A4-A42=11 1 1]-lo 2 3|=|-4 5 11
-2 1 3 -7 4 12 —27 16 47

und damit

A -5 A’ +4A+E =

10 -5 -16 3 -1 -4 1 0 -1 1 00
-4 5 11 |-510 2 3 |+411 1 1 |+|0 1 0] =
=27 16 47 -7 4 12 -2 1 3 0 01
10 -5 —-16 15 -5 —-20 4 0 -4 1 00
-4 5 11 |-y 0 10 15 |+ 4 4 4 ]+1010]|=
=27 16 47 =35 20 60 -8 4 12 0 01

0 00

00 0]=0

000

Es ist also A3 — 5 A%2 +4 A + E die Nullmatrix 0.
Q2 (9 b\ (a b\ _ a?>+bc ab+ bd
“\e d ¢ d)  \ac+ed be+ d?

§-Ey—s-A+ A% =

B 10 a b a?+be ab+bd\
_(ad_b@'(() 1>_(a+d)'(c d)+(ac+cd bc—l—d2>_
_ [(ad —bc 0 ~ (ala+d) bla+d) N a®+bc ab+bd\
N 0 ad — be cla+d) d(a+d) ac+ecd be+d*)

_ (ad —bc—a*—ad+ a® + be —ab — bd + ab + bd B
- —ac — cd + ac + cd ad —bc—ad —d*> +bc+d*)

(00

Fiir ,<=* gilt im Falle s = 0 und 6 = —1 mit Hilfe von a)

0=6-Ey—s-A+ A>=—FE, + A%, also A% = E,,

Es ist

und damit

und im Falle b = ¢ = 0 und a® = d? = 1 gemif der Rechnung von a)
2
o [(a®+0bc ab+bd\ (1 0\
A" = <ac—|—cd be+d*)  \0 1 = Ba.
Fiir ,,=* wird A? = E, vorausgesetzt; im Falle s = 0 ergibt sich mit Hilfe
von a)

0=0-Ey—s5- A+ A =0 -Ey+FE,=(6+1) Es, also 6 = —1,



und im Falle s = a + d # 0 erhélt man gemafl der Rechnung von a)
a*>+bc bla+d) (1 0
cla+d) be+d*)  \0 1)’
also zunichst b = ¢ = 0 in der Nebendiagonale und danach a? = d?> = 1 in

der Hauptdiagonale.

Wir weisen jeweils die Aquivalenz der Aussagen (i), (ii) und (iii) zur Aussage
(iv) nach. Fiir ,(i) <= (iv)“ gilt

(A+B)* = (A+B)-(A+B) = A-(A+B)+B-(A+B) = A>+ AB+B A+ B?

und damit
(i) — (A+B)?=A*>+2AB+ B?
— A2+ AB+BA+B*=A>+2AB + B?
= BA=AB <+— (iv).
— A2 _AB,—B?

Fiir ,,(ii)) <= (iv)“ gilt analog
(A-B)?*=(A-B)-(A-B)=A-(A-B)—B-(A-B) = A>-AB-BA+B?
und damit

(i) (A—B)?=A?-2AB+ B?

—
= A2— AB—BA+B?*=A>—-2AB+ B?
< —-BA=-AB

= BA=AB <<= (iv).

Fir ,(iii) <= (iv)“ gilt schlielich
(A+B)-(A-B)=A-(A-B)+B-(A-—B)=A>—AB+ BA+ B?
und damit

(iil) <«= (A+B)-(A-B)=A*>-PB?
~— A’-AB+BA-B?=A%?_- B?
S e

—-AB+BA=0
—A2 4B

< BA=AB << (iv).

Aufgrund der bereits unter a) nachgewiesenen Aquivalenz der vier betrach-
teten Eigenschaften geniigt es fiir beiden gegebenen Matrizen A und B
eine Bedingung an ihre Koeffizienten zu ermitteln, welche zur Beziehung
A B = B A gleichwertig ist. Wir erhalten zum einen

A.B = a b1 ] C d1 - a'C+b1'd2 a-dl—I—bl-c
o bg a dQ C - b2'0+a'd2 bg-d1+a-c



sowie zum anderen
B.oA_(¢€ dy (a bi\  (c-a+di-by c-by+di-a
N dg C b2 a - dQ'G+C'b2 dg'b1+C'(l '
Die beiden Matrizen A B und B A sind genau dann gleich, wenn sie in allen
Eintragen iibereinstimmen. Da die Eintrage auf der Nebendiagonale stets
iibereinstimmen, miissen wir nur noch tiberpriifen, unter welcher Bedingung

auch die Eintrage auf der Hauptdiagonale {ibereinstimmen; dies ist genau
aber dann der Fall, wenn b, - dy = d; - by gilt.



