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1. Fiir das gegebene lineare Gleichungssystem

T + X2 + )\.1'4 = 2
To — )\.Tg + )\1'4 =0

—X1 + )\I’g =0
) + )\2 Ty = 1

betrachten wir die zugehorige erweiterte Koeffizientenmatrix (A,[b). Es ist

1 1 0 A 2 1 1 0 A 2
0O 1 =X X |0 01 =X M| O
(Ax[b) = 10 A 0]o0fuu|lo1 A X]|2]|uln
0 1 0 X 1 01 0 M 1
11 0 X | 2 11 0 A 2
01 =X A 0 01 =\ A 0
o rd g g
00 2Xx O 2 Jwv-m | 0O 0 2\ 0 2 L
01 0 N1 00 X N=X]|1
1 1 0 A 2 1 1 0 A 2
- 01 =\ A 0 - 01 =\ A 0
00 A 0 1 vt | 0 0 A 0 1 |’
00 X XN=X]|1 00 0 AXA=1)|0

wodurch die folgende Fallunterscheidung motiviert wird:

e Fir \e R\ {0,1}ist A # 0 und A (A — 1) # 0, und wir erhalten
- AA=1)z, =0, also z4 =0,
— Axg3 =1, also 3 = %,
— x9— Ax3+Azy =0, also 29 = 1, und
—T1+ x4+ Axy =2, also 1 = 1.
Damit besitzt sich fiir jedes A € R\ {0, 1} das gegebene lineare Gleichungs-
1

system die einelementige Losungsmenge L =

O >l =



o Fiir \ = 0 gilt

1 10 0| 2
010 0] 0
00 0O0]O0

wegen des Widerspruchs in der dritten Zeile ist das fiir A = 0 gegebene
lineare Gleichungssystem unlosbar.

e Fiir A =1 gilt

11 0 1] 2
01 -1 110
00 0 0] 0

damit ist x4 eine freie Variable, und mit x4 = o € R beliebig ergibt sich
r3 = 1 sowie xo — x3+ x4 =0, also v = 1 — a, und z1 + 29 + x4 = 2, also
21 = 1. Somit ist

1 1 0

11—« 1 -1

L= ] laeR ) = | TR 0
« 0 1

die Losungsmenge des durch (A;|b) gegebenen Gleichungssystems.
2. Fiir das in Abhéngigkeit vom Parameter ¢t € R gegebene lineare Gleichungssystem

—x + 3z = 3
(Gy) -2z — ty + =z 2
r + 2y + tz =1

betrachten wir die zugehorige erweiterte Koeffizientenmatrix (A; | b) und erhalten

~1 0 3|3 -1 0 3
A o)= —2 —¢ 12 |"2 o =+ —5 |4 |3
1 9 +11 II1+4-1 0 9 t+3 4 T+ 111
1 0 -3[-3 10 -3 -3
w0 2 t+3]4 ~ o2 t+3 4 ,
0 —t —5 |—4 )W\ 0 0 L(t4+3)—5|2t—4

wodurch wegen

t-(t+3)—10 #4+3t—10 (t+5)-(t—2)
2 N 2 N 2

t
“(t+3)—-5=
S(t+3)

die folgende Fallunterscheidung motiviert wird:

a) Fiirt € R\ {—5,2} ist also 5(¢t + 3) — 5 # 0; folglich ist das lineare Glei-

chungssystem (G;) losbar ohne freie Variable, also eindeutig 16sbar.



o Bsist (§(t+3)—5)-2=2¢—4, also

N[+

2t—4 2t-2) 4
CLt+3)=5  f(t—2)(t+5) t+5

e damit 2 -y + (t 4+ 3) -z =4, also

1 4 4 (t+5)—(t+3) 4
= (4—(t+3) — ) ==- =
Y 2( (t+3) t+5) 2 t+5 t+5
e und damit x — 3 -z = —3, also
4 (t+5)—4 =3(t+1)
:—3 3-—:_3. — .
* TS t+5 t+5

folglich ergibt sich in diesen Féllen die jeweils einelementige Losungsmenge

1 =3(t+1)
Lt — m . 4
+ 1
b) Fiir t = —5 ergibt sich
1 0 =3| -3
(As|b)~ | 0 2 —2] 4 |,
00 0 |-14

also ein Widerspruch in der dritten Zeile; folglich ist das lineare Gleichungs-
system (G_5) nicht 16sbar, besitzt also keine Losungen.

c) Fiir t =2 ergibt sich

10 —3]-3
A D)~ 02 5|4 |;
00 010

folglich ist das lineare Gleichungssystem (G3) 16sbar mit einer freien Varia-
blen, besitzt also mehrere Losungen.

e Mit z = X € R beliebig ist
e damit 2-y+5-z=4,alsoy=3(4—-5-1)=2-2 ),
e und damit x —3-2= -3, alsox = —-3+3- X

folglich ergibt sich in diesem Fall die Losungsmenge

—3+3\ -3 3
Ly=¢|2-3x]|rxeRp=|2 | +R-| -3
A 0 1

3. Fiir beliebige reelle Zahlen a, b, ¢ € R ist in Abhéngigkeit vom reellen Parameter
A € R das lineare Gleichungssystem



gegeben; mit der zugehorigen erweiterten Koeffizientenmatrix erhalten wir

)
>

(Ax[s) =

~
TI 111

1— )2 c—\a
M2\ b= A+ (A2 —1)a

OO OO M4k &~

A
1
0
1
A=A b—a
0
1
0

a) Im Hinblick auf

NM_2XA=0 <= A(N-2)=0
< (A=0oder > =2) < AE{—\@,O,\@}

ergibt sich die folgende Fallunterscheidung;:
e Fiir A € R\ {—v2,0,v2} ist A* =2 # 0 und damit

Rang (4,) = 3 = Rang (4, | 5):

folglich ist das lineare Gleichungssystem losbar ohne freie Unbestimmte,
also eindeutig losbar.

o Fiir \ € {—\/5,0, \/5} ist A> — 2\ =0 und damit
Rang (A,) = 2 < Rang (A, | s);

folglich ist das lineare Gleichungssystem im Falle Rang (A, |s) = 3
unlosbar und im Falle Rang (A, | s) = 2 16sbar mit einer freien Unbe-
stimmten, also mehrdeutig losbar.

Damit ist das lineare Gleichungssystem genau dann eindeutig losbar, wenn
A e R\ {—v2,0,v2} ist.

b) Fiir A = 1 ergibt sich gemifl obiger Rechnung

1 0 1 a
(A1 |s)~ [ 01 0 |c—a | ~
00 —1lp_p ) B
10 0 |at+b-c 1 0 0jla+b—c
~ 1 01 0 c—a ~ 01 0| c—a ,
00 —1| b—c J ™\ 0 0 1] c—b
und wir lesen die (im Einklang mit b) einelementige Losungsmenge)
a+b—c
L, = c—a
c—0b

an dieser reduzierten Zeilenstufenform direkt ab.



c) Fiir A = 0 ergibt sich geméf obiger Rechnung

1 00 a
(Ag|s)~ [ 0 1 1 c :
0 0 0|b—a

damit ist das lineare Gleichungssystem genau dann losbar, wenn
Rang (Ag | s) = Rang (Ap) =2
gilt, also genau fiir b —a = 0 bzw. a = b.

4. Fiir die in Abhéngigkeit vom Parameter a € R gegebene Matrix

11 1
M=1|0 1 2| eRrR*>3
4 2 «
ergibt sich
11 1] 100
(M| E5) = 012|010
4 2 al 001
1 1 1 1 00
~ 0 1 2 0 10
=41 0 -2 a—4| —4 0 1
11 1] 1 00
~ 01 2| 0 10
I1T+4-211 0 O o _4 21

Damit enthélt die zur gegebenen Matrix M zeilendquivalente Matrix

11 1
01 2] eR®>3
0 0 «

fiir a = 0 in der dritten Zeile eine Nullzeile und ist damit in diesem Fall insbe-
sondere nicht invertierbar; folglich ist aber auch M fiir & = 0 nicht invertierbar.
Fir o € R\ {0} ergibt sich ferner

11 1] 1 00
(M| Es) ~ 012 0 10
00 af —4 21
11 1] 1 00
~ 012 0 10
Rl 00 1| -4 2 1
1101+ -2 -1
P loro| 214 2
I-111 00 1 Y 2 b\
10 0| of =2 2
~olorol §oe =) = (B MY
00 1] -4 2 1




damit ist M fiir o« € R\ {0} invertierbar, und fiir ihre Inverse gilt

a4 —at2 1
Mtloar— | 3 e 2 e R3*3,
BV B
a) Esist
01111
20 2 2 2
det(A) = |3 3 0 3 3 =
4 4 4 0 4 2 aus II, 3 aus III, 4 aus IV, 5 aus V
55550
01 111
101 11
= 2-3-4:-5-]1 1 0 1 1 =
111 0 1] MLImSLIv-L v
11110
0 1 1 1 1
1 -1 0 0 O
= 120-(11 0 -1 O O =
1 0 0 -1 o0 ((THID) 4TI +TV) 4V
1 0 0 -1
4 0 0
1 -1 0 0 O _
= 120-]1 0 -1 0 0 P 120.4.(—1)* = 480.
1 0 O _1 0 matrix
1 0 0 0 -1
b) Wegen der Linearitdt der Determinante in jeder der fiinf Zeilen gilt

a)

det(B) = det ((—1)- A) = (= 1)” - det(A) = — - 480 = —15.

Wegen det(B) < 0 gemifl b) kann es keine Matrix C' € R%*® mit C? = B ge-
ben, denn ansonsten ergéibe sich iiber den Determinantenmultiplikationssatz
in

0> —15 = det(B) = det(C?) = (det(C))* > 0
ein Widerspruch.
e Nach dem Determinantenmultiplikationssatz gilt
det(A B) = det(A) - det(B);

da nun ein Produkt zweier reeller Zahlen genau dann 0 ist, wenn min-
destens einer der beiden Faktoren selbst 0 ist, erhédlt man damit in

det(AB) =0 <= det(A)-det(B) =0 <=
<= det(A) =0 oder det(B) =0
die Behauptung.



00 01
gilt zwar A # 0 und B # 0, aber dennoch AB = 0.

L0 ) € R**2 gilt zwar A # E,

e Die Aussage ist falsch, denn fiir A = (1 0) und B = (O O) € R?2x2
e Die Aussage ist falsch, denn fiir A = ( 0 -1

und A # —FE,, aber dennoch A? = Ej.
b) e Die Matrizen

(1 0 (0 1\ o
A_(O _1> und B_(l 0)eR

sind (wegen det(A) = —1 und det(B) = —1) invertierbar und symme-
trisch, ihr Produkt

1 0 01 0 1
A-B= (0 —1) ' (1 o) N (—1 o)
ist allerdings nicht symmetrisch.

b c
mit Koeffizienten a, b, ¢ € R, und fiir die zu A inverse Matrix gilt dann

-1 _ 1 ) C —-b .
A ~det(A) \-b a )’

folglich ist auch A~! symmetrisch.
o Esist

e Eine symmetrische Matrix A € R?*? besitzt die Gestalt A = (a b)

(CTAC) =CTAT(CT)T = CTAC;

AT=A
folglich ist C'T AC eine symmetrische Matrix.
a) Wir zeigen mit Hilfe des Unterraumkriteriums, daf

U={AeRV"|AT =-A}

ein Unterraum von R™ " ist:

e Fiir die Nullmatrix 0 € R™" gilt 0T =0 = —0, also 0 € U.
o Fiiralle A, Be U gilt A, B€ R mit A" = —Aund B" = —B, so
daB sich fiir A+ B € R™" dann

(A+B)"=A"T+B" = (—A)+ (—B) = —(A+ B),

also A+ B € U ergibt.

e Fiiralle Ac U und A € R gilt A € R™" mit AT = — A, so da8 sich fiir
A-AeRY™ dann

A-AT=X-AT =X (=4) = -\ A),
also A - A € U ergibt.

Damit ist U ein Unterraum von R™*".



b) Wir beweisen die Formel det(A, 2) = s*- det(A,) mit Hilfe der Laplace-
Entwicklung der Determinante.

0 —-s 0 ... 0

s 0 —s ... 0 _SS 0. 0
S A, (’) n
0 0

gL (1) (—s) - det(A,)) = 52 det(A,).

Ze—ile
c) Wir zeigen ,,<—=* durch den Nachweis von zwei Implikationen:

o Fir ,—" zeigen wir die dazu logisch gleichwertige Kontraposition
on gerade = U ¢ W* und betrachten fiir ein gerades n € N die
Matrix A, aus b) speziell fiir s = 1: wegen A} = —A,, ist A, € U, und
mit der in b) bewiesenen Rekursionsformel folgt

0 -1
det(A,) = ... e det(Ay) = (1 0 > =1,
also A,, ¢ W; damit ist U € W.
e Fiir ,<—=" sei n € N ungerade. Fiir jedes A € U gilt
det(A) =det(A") = det(—A) =det((—-1)-4) =

AeU Aeinxn

CURREE gy det(4) = —det(A),

der n Zeilen n ungerade
also 2det(A) = 0 bzw. det(A) = 0, mithin A € W; damit ist U C W.

a) Wir zeigen mit Hilfe des Unterraumkriteriums, daf

U:{(i Z) €R2X2|a+b—c:()}

ein Unterraum von R2?*2 ist:
0 0

e Fiir die Nullmatrix 0 = <O 0

)ERQX? gilt 0+0—-0=0,also0€U.

o Fiir alle A = (a1 bl), B = (a2 b2> € R**? gilt a; +b; —c; = 0 und
C1 dl Co dg

ay+by —cy =0, so daB fiir A+ B = a1+ az by + b,

2x2
et di+ d2) eR wegen
(a1+a2)+(b1+b2)—(01+02) = (a1 + bl — Cl)+((12 + b2 — 02) = 0+O =0
dann A+ B € U folgt.

e Fiir alle A = <Z b) €ER¥>2 yund A € Rgilt a+b—c =0, so daf} fiir

d
ANA= <iz ig) € R*>? wegen \-a+A-b—X-c=X-(a+b—c)=

A-0=0schon - A € U folgt.



Damit ist U ein Unterraum von R?*?, wobei U genau aus den Matrizen

a b 1 0 0 1 0 0
A<a+b d)“'(1 0)“"(1 o>+d'(0 1)
S—— N—— S——

=B =B = B3

mit a, b, d € R besteht; damit bilden B;, By, Bs ein Erzeugendensystem
von U. Fiir alle \j, Ay, A3 € Rmit \; - By + Ay - By + A3 - B3 = 0 gilt

A XY (00
M+ A/ \0 0)

also Ay = Ay = A3 = 0; damit sind By, By, B3 auch linear unabhéngig,
insgesamt also eine Basis von U, und es gilt dim(U) = 3. Wir kénnen nun
By, By, B3 mit jedem By ¢ U zu einer Basis By, By, B3, By von R2x2

(1) ?) Damit ist W = (By) gemif

ergédnzen, also etwa By = (

U+W=R*>*? und UNW ={0}

ein U komplementirer Unterraum von R?**2,

Ein Vektor z € R* liegt genau dann im Durchschnitt U N W der beiden
Unterrdume U = R-u; +R-us +R-ug und W = R-w; +R-w, von R*, wenn
er sowohl Linearkombination von wuq, us, u3 als auch Linearkombination von
wy, wo ist, wenn es also Koeffizienten A\, Ao, A3 € R und py, o € R mit

Arcur+ A up + A3 uz == g - Wy flg - W
-~ NG -~ 7
zelU zeW

gibt; dies fiithrt aber zur Beziehung
AL Uy A Ag s ug 4 Az ug + g - (—wy) 4 pe - (—wg) =0,

also zum homogenen linearen Gleichungssystem mit der Koeffizientenmatrix
A = (u1, U, u3, —wi, —wy) € R¥>5. Wegen

1 2 2 —1 =110

0 1 1 1 =110 141
AN

-1 2 -1 0 —=11{0) 1v=1

1 -1 -1 -1 —-110

(A]0) =

1 2 2 -1 —1]o0 12 2 -1 —10
0 1 1 1 —1(0] mr—ar |O 1 1 1 —-110
o 4 1 -1 20| wBn|o 0 =3 =5 2|0
0 -3 =3 0 00 00 0 3 =30

erhélt man die Losungen

A1 2«
)\2 «
)\3 = —
H1 «

M2 «Q



mit a € R, woraus sich

200 U+ us+ (—a) cuz =1 = wy + o - ws,
-~ J/ —/_/

zelU zeW

also

N V]

e R,

N = O N

2

ergibt. Damit ist U N W = R - v, weswegen etwa der Vektor v wegen v # 0
eine Basis von U N W ist.

Im R* ist der von den Vektoren uy, us, us, us, us € R* aufgespannte Unter-
raum U = (uy, ug, u3, ug, us) € R* zu betrachten; zum Nachweis, dafl schon
uy, ug, uz, uys ein Erzeugendensystem von U bilden, ist us € (uq, ug, ug, uyg)
zu zeigen. Mit der Hilfsmatrix A = (uy, us, us, us) € R4 ergibt sich

1 3 1 012 1 3 1 0 2
(A | ug) = 11 -1 1|1 11 0 -2 -2 1|-1 -
01 ¢t 2(3 Jw-1| 0 1 t 2] 3 -1V
1 2 415 0 -1 -1 4] 3
1 31 0] 2 1 0 -2 1211
— 011 —4|-3 131 01 1 —4| -3 -
01 ¢t 2 3 HI-1I, IV—2II 0O 0 t—1 6 6 iy
0 2 2 —1|1 00 O 77
1 0 -2 12|11 10 -2 0|-1
0 1 1 —4 | -3 I-121V 01 1 0] 1
h 0 0t—1 6 6 H+4IV,M?H—6IV 0 0t—1 0] 0 ’
00 O 1 1 00 O 1] 1

damit ist unabhéngig von ¢ € R also
Uy = (—1) * Uy + 1 'U2+O'U3—|— 1 * Uy - <U1,U2,U,3,U4>.
Wegen U = (uy, us, us, uy) ergibt sich geméf a)

4, fallst #1,

dim U = Rang(A) =
o ang(4) {3, falls £ — 1.

Im Fall t =1 ist dim U = 3 geméif b); wegen

10 =20 10 =20
Ao o1 1 0f (01 10
2 (00 0 OJmew |0 0 0 1
00 0 1 00 0 O

mit den Pivots in der ersten, zweiten und vierten Spalte sind uy, us, uy4 eine
Basis von U.



Fiir ¢ # 1 sind wuy, ug, ug, uy wegen dim(uy, ug, ug, ug) = 4 geméf b) dagegen
linear unabhéngig, so dafl uq, us, uy mit einem wug fiir ¢t # 1, also etwa mit

zu einer Basis uy, ug, u4, v von R* ergiinzt werden kann.

10. Fiir die erweiterte Koeffizientenmatrix (A[b) gilt

I-1I
~

III-II, IV4II

2 3 4 5 91| 10
1 2 3 4 5 6
(Alp) o 1 1 1 1 4 4
10 -1 -2 3 2
1 1 1 1 4 4
- 1 2 3 4 5 6
I 11 2 3 4 5 9 10
1 0 -1 -2 3 2
1 1 1 1 4 4
-1 0 1 2 3 1 2
AN
I-2I, IV—I 0 1 2 3 1 2
0
1
0
0
0

damit ergibt sich:

a) Fiir die Koeffizientenmatrix A € R**® gilt Rang(A) = 2, so da8 sich fiir die
Dimension des Losungsraums Ly des homogenen linearen Gleichungssystems
A-x =0dann dim Ly = 5 — 2 = 3 ergibt. Eine Basis von Lj erhélt man
etwa dadurch, dafl man fiir die drei freien Variablen z3, x4 und x5 die Wahl
r3 = 1 mit x4y = x5 = 0 bzw. 24 = 1 mit 23 = x5 = 0 bzw. x5 = 1 mit
x3 = x4 = 0 trifft; dementsprechend bilden die drei Vektoren

1 2 -3
-2 -3 -1
b= 1|, ba=| 0|, bg=| O
0 1 0
0 0 1

eine Basis von L.

b) Wegen Rang(A|b) = 2 = Rang(A) ist das inhomogene lineare Gleichungssy-
stem A-x = b16sbar, und eine partikuldre Losung x,, erhélt man etwa durch



die Wahl der freien Variablen x3 = x4 = x5 = 0, wodurch sich die gebunde-
nen Variablen zu x; = 2 und x5 = 2 errechnen. Die allgemeine Losung von

A-x = b, also die Losungsmenge L des Gleichungssystems, ist dann

2 1
2 —2
L=z,+Lo=|0|+R-|[ 1
0 0
0 0

+R-

2

-3

0
1
0

-3
—1

+R-| 0

0
1

c) Die Matrix M = (e, 3, by, by, b3) € R5*5 ist wegen

10 1 2 -3
01 —2 =3 —1|

det(M)=10 0 1 0 0| 15=1290
O O 0 1 O matrix
00 0 0 1

invertierbar, so daf ihre Spalten ey, e, by, by, by eine Basis des R® sind.

11. In Abhéngigkeit vom Parameter ¢ € R sind

2 =2 1 -3 1
-2 -2t e 4+t i | o .
A = 4 4 92— 3t eR und b, = 9 eR
6 —6 3+t -9+t 3 —t?
zu betrachten; dabei gilt
2 =2 1 -3 1
-2 =2t t 4+t 0
(Ae [ 0r) - —4t —4 2-2t 8t 2
6 —6 3+t —9+t3-1¢°
2 -2 1 -3 1
SR 0 —2—-2t 14+t 14+t 1
II+2¢1, TV—3I 0 —4—4t 2 2t | 2t 4+ 2
0 0 t t —t2
2 -2 1 -3 1
- 0 —2—2t 14+t 1+t 1
I11—211 0 0 =2t =2 2t
0 0 t t | —t?
2 -2 1 -3 1
— 0 —2—-2t 14+t 1+t| 1
V111 0 0 =2t =2 2t
0 0 0 t—1/t—1¢
a) Gemif obiger Rechnung ist
2 -2 1 -3
A, 0 —2(1+¢t) 1+t 1+t ;
0 0 -2t =2
0 0 0 t¢t—-1



fir alle t € R\ {—1,0,1} ist —2(1 +¢) #0und =2t # 0 und t — 1 # 0, so
daf} sich zunéchst in diesen Féllen Rang(A;) = 4 ergibt.
Fir die verbleibenden drei Parameterwerte erhalt man

2 -2 1 -3 2 -2 1 -3

0 0 0 O 0 0 2 =2
A_l Ny D s

0 0 2 =2 0 0 0 =2

0 0 0 =2 0 0 0 0

2 -2 1 -3 2 -2 1 -3
4021 1) fo-21 1
0 0 0 0 —2 0 0 0 —2]°
0 0 0 —1 0 0 0 0
also Rang(Ap) = 3, und
2 -2 1 -3
0 —4 2 2
A~y 0 o o
0 0 0 0

also Rang(A;) = 3.

Der Kern der zu betrachtenden linearen Abbildung
JiRV SR f(a) = A
ist gemaf
Kern (f) ={z eR*| f(z) =0} ={z e R* | Ay- 2 =0}

der Losungsraum des homogenen linearen Gleichungssystems Ag - ¢ = 0;
geméif a) ist

2 -2 1 -3 2 0 0 -4
A'\/‘—)O_2111_HO_211
0 0 0 0 —=2| 1m0 0 0 1
0O 0 0 O 0O 0 0 0
und damit
0
_ |1 4
v—2€R
0

eine Basis von Kern (f).

GemésB a) besitzt fir t € R\ {—1,0, 1} die Matrix A; den vollen Rang 4, so
daB hier das inhomogene lineare Gleichungssystem A, - © = b; wegen

Rang(A; | b;) = 4 = Rang(4,;)

sogar eindeutig losbar ist; fiir die verbleibenden Félle ergibt sich:



o fliirt=—11st

(Ar [ boy) ~

S O N

0

-2 1 =3] 1
0 0 0|1
0 2 —=2|-21"
0 0 —2|-2

und wegen des Widerspruchs in der zweiten Zeile ist das inhomogene
lineare Gleichungssystem A_; - x = b_; nicht l6sbar.

o fiirt =0 ist
9 —2 1 —3|1 9 —2 1 -3|1
0 -2 1 1|1 0 —2 1 1|1
(Aolbo)~ 0 o o Zalo|l ™o o o —20]
0 0 0 —1/0 0 0 0 0/0

und wegen Rang(Ag|by) = 3 = Rang(Ap) ist das inhomogene lineare
Gleichungssystem Ag - x = by losbar.

o fiirt =1 ist
2 -2 1 =31
0 —4 2 211
TR PR AT
0 0 0 010

und wegen Rang(A; | b(1)) = 3 = Rang(A;) ist das inhomogene lineare
Gleichungssystem A; - x = b(1) losbar.

12. a) Die Vektoren

0 2 t
v=1[1], v= , vg= |1
0 t 2

sind genau dann linear unabhingig, wenn die Matrix B = (v, vy, v3) € R3%3
invertierbar ist. Wegen

det(B) = (0+0+¢%) —(04+0+4)=t*—4

Sarrus

o = O

2t

1 1 =

t 2

ist dies genau fiir
=440 <= 1?44 < t#+2

der Fall. Fiir t = 2 ist vy = v3 und damit

0-v+1-v24+(—1)-v3 =0,
fir t = —2 ist vy + v3 = 2v; und damit
(=2) vy +1-v3+1-v3=0

eine nichttriviale Linearkombination des Nullvektors aus den dann linear
abhéngigen Vektoren vy, vq, vs.



13.

b) Im Hinblick auf a) treffen wir die folgende Fallunterscheidung:

e Fiir ¢t # #2 sind vy, vy, vz linear unabhiingige Vektoren in R3, wegen
dim R3 = 3 also eine Basis von R?. Damit gibt es nach dem Prinzip der
linearen Fortsetzung genau eine lineare Abbildung

fR®P = R® mit f(v)) =wy, f(vg) =ws und f(v3) = ws.

o Fiir t = 2 gilt vs = v3; wegen wy # w3 kann es iiberhaupt keine Ab-
bildung f : R* — R3 mit f(vy) = wy und f(vs) = ws geben, insbe-
sondere existiert damit auch keine lineare Abbildung f : R3 — R? mit
f(v1) = w1, f(v2) = wy und f(v3) = w;.

e Fiir t = —2 liegt die nichttriviale Linearkombination

—201+U2—|—U3:0

des Nullvektors aus den Vektoren vy, vo, v3 vor; dies entspricht genau

1 1 1
0 —2 2

Die linear unabhéngigen Vektoren v;, vy lassen sich nun zu einer Basis
v1, V2, vy von R? ergéinzen, und fiir jede Wahl des Vektors w, € R3
gibt es nach dem Prinzip der linearen Fortsetzung eine (zu w, eindeutig
bestimmte) lineare Abbildung

fw, : R = R®  mit fus(01) = w1, fu,(v2) =we und fy,(vs) = wa,
welche dann auch
Juwi(V3) = fu, (201 = v2) = 2 fu, (V1) = fu,(v2) = 2w1 — wy = w3

erfiillt. Folglich gibt es in diesem Fall insgesamt unendlich viele lineare

Abbildungen
fRP = R? mit f(v1) =wy, f(v2) =ws und f(v3) = ws.
a) Die gegebene Abbildung

f:Poly(R) = R*2 qg+ a1 X + as X? (ao+a1+2a2 as )’

—ai + as a, + 3 Qo
ordnet jedem Polynom
v=ag+ a1 X + a;X? € Poly(R)

mit Grad(v) < 2 eine Matrix der Gestalt

~(ap+ar+2a as 2%2
f(U)( —ay + as a1+3a2)€R



zu. Fiir alle

U:G0+G1X+CLQX2, w:b0+b1X+b2X2 € POlQ(R)

gilt
v+w = (ag +bo) + (a1 + b1) X + (ag + by) X
und damit
f(v+w): (a0+bo)+(a1+b1)+2((l2+b2) CL2+Z)2
—(ay + b1) + (az + by) (a1 +b1) + 3 (a2 + b2)
. (a0+a1+2a2)+(b0+bl+2b2) a2+b2
- (—CLl + ag) -+ (—bl + bz) (Cll + 3&2) -+ (bl + 3[)2)
ao+a1+2a2 (05} b0+b1+2b2 bg
—ai + as a1+3a2 —b1+b2 b1+3b2
fw) + f(w);

damit ist f additiv. Fiir alle
v=ag+ a; X + aX? € Poly(R) und AeR
gilt
Av=Nag) + (Nar) X + (Aag) X2

und damit

)\a0+/\a1—|—2(/\a2) /\CLQ
)\al +)\a2 )\a1+3()\a2)

()\ ag—l—a1+2a2) )\&2 )
A

—aq —|—CL2 A (a1 —|—3a2)
a0+a1+2a2 (05}
—ai + as a1—|—3a2
=X f(v);

damit ist f homogen. Folglich ist f eine lineare Abbildung.
Fir alle )\1, )\2, /\3, /\4 € R mit )\1Bl+)\282+)\383+)\484:0g11t

/\1+/\3+>\4 )\2+)\4 . 0 0
Ao M+2X+XN) N0 0/
also Ay = 0 und folglich \; = 0; ferner erhalten wir aus den anderen beiden
Gleichungen \; + A3+ Ay = 0 und A\; + 2 A3+ Ay = 0 durch Differenzbildung
A3 = 0 und folglich A\; = 0. Es gilt also Ay = Ay = A3 = Ay = 0; damit sind

Bi, By, Bs, By linear unabhiingig, und wegen dim(R?*?) = 4 schon eine
Basis von R?*2,



14.

a)

10
f(l) a0:1,a1—:0,a2:0 (O O) =2-Bi + 0By + (—1) : B3 +0- By
1 0
f(X> a0:0,a1:=1,a2:0 <—1 1) =0-B, + (_1> - By + 0-Bs+1-By
2 1
2 — = . * . b .
FX5) a0=0,a1=0, ap=1 (1 3) =1-Bi+ 1:-Bo+ 1-B3+0-By
ist
2 0 1
= 0 11 4x3
M=1_ ¢ 1|k
0 1 0

die darstellende Matrix von f beziiglich der Basen 1, X, X? von Poly(R)

und Bl, BQ, Bg, B4 von RQXQ.

Fiir alle p, ¢ € Pol3(R) gilt

fo+ta) = (p+a —(X+1)-(p+9)"
= (P +d)-X+D-0"+"
= (P +d) - (X+1)-p"+(X+1)-¢")
= (@ -X+1)-p")+ (¢ - (X+1)-¢")
= [flp)+ f(a);
damit ist f additiv; ferner gilt fiir alle p € Pol3(R) und A € R
fp) = (A-p) = (X+1)-(A-p)
= AP = (X +1)- (1)
= A -X+1)-p)
= A flp);
damit ist f auch homogen, insgesamt also linear.
Wegen
fQ) = 0—(X+1)-0 = 01+ 0-X+ 0-X?
f(X) = I-(X+1)-0 = 1-1+ 0-X+ 0-X?
f(X?) = 2X—(X+1)-2 = (-2)-1+ 0-X+ - X2
F(X?) = 3X2—(X+1)-6X =  0-1+(-6)-X +(-3)- X2
ist

01 —

M=1|(0 0 0 ——6 e R34
00
fb

die darstellende Matrix von
und 1, X, X? von Poly(R).

eziiglich der Basen 1, X, X? X3 von Pol3(R)



01 -2 0 01 -2 0 01 -2 0
MzOOO—G?OOOlIHwHOOOl
00 0 -3/ sT\oo o —3/""\0oo0 0 o
ist
1 0
0 2
U = 0 und uz = |4 eR*
0 0
eine Basis von Kern (¢,;) sowie
1 0
s =10 und ss=|—6| eR?
0 -3
eine Basis von Bild (¢);); damit ist
1-140-X4+0-X240-X3 = 1,
0-14+2-X+1-X°+0-X° = 2X +X°
eine Basis von Kern(f) C Pol3(R) sowie
1-140-X+0-X? = 1,
0-1—-6-X—-3-X% = —6X—-3X?
eine Basis von Bild(f) C Poly(R).
15. a) Fiir die gegebene Abbildungsmatrix gilt
1 1 1 5 1 1 1 5) 1115
A=10 1 2 3 ~ 0 1 2 3 ~ 012 3
3 -1 =5 3) " \o —4 -8 —12) " \o 0 0 0

und damit r = Rang(A) = 2; folglich erhdlt man
dimKern(f) =4 —r =2 und dim Bild(f) =r = 2.

Genauer gilt:

e U=Kern(f)={zr €R'| f(x) =0} stimmt mit dem Lsungsraum des
homogenen linearen Gleichungssystems A - x = 0 mit den beiden freien
Variablen x3 und x, iiberein; folglich ist

1 —2
-2 —

Uy = 1 s Ug = 03 & R4
0 1

eine Basis von U.



o W =Bild(f) = {f(x) | z € R*} stimmt mit dem Spaltenraum der Ma-
trix A iiberein; da x; und x5 die beiden gebundenen Variablen sind,
ist

1 1
wy, = 0 5 Wy = 1 c R3
3 -1
eine Basis von W.

b) Mit b1 =€ und bQ = €9 sowie bg = U1 und b4 = U9 ist bl, bQ, bg, b4 wegen

0O 1 -2

1 -2 -3 Dreiecks—

0 1 0 ma_trix 1 7& 0
0 0 1

det(bla b27 b3a b4) —

o O O

eine Basis von R*, und mit ¢; = wy, ¢; = wy und w3 = e3 ist ¢y, ¢y, c3 wegen

L 10 Lapl 11
det(cy,co,c5) =10 1 0 Sas":afe 0 1‘ =1+#0
3 _1 1 . Spalte
eine Basis von R3. Wegen
f(bl) = A'@l = wy = 1'61 + 0'02 + 0'03
f(bg) = A'BQ = Wy = O'Cl + 1'02 + 0'03
f(bg) = A'Ul = 0 = O'Cl + O'Cz + 0'03
flby) = A-us = 0 = 0-¢c; + 0-c2 + 0-¢3
besitzt die darstellende Matrix von f beziiglich dieser beiden Basen die
Gestalt
10 00
M=[010 0] eR>.
0000

16. Wir zeigen, daf die Eigenschaften (i), (iii) und (v) zueinander dquivalent sind:

(1) = (v)“: Ist f injektiv, so gilt Kern(f) = {0y} und damit

dim Kern(f) = 0.

(V) = (ili)“: Nach der Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen gilt

dim V' = dim Kern(f) + dim Bild(f) = dim Bild(f).

,(ill) = (1)“: Aus der Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen ergibt sich
dim Kern(f) = dim V' — dim Bild(f) = 0,

also Kern(f) = {0y}, und folglich ist f injektiv.

Wir zeigen ferner, daf die Eigenschaften (ii), (iv) und (vi) jeweils zueinander
dquivalent sind:



,(il) = (iv)“: Ist f surjektiv, so gilt Bild(f) = W und damit

dim Bild(f) = dim V.

,»(iv) = (vi)“: Wie oben ergibt sich aus der Dimensionsformel fiir lineare Ab-
bildungen

dim Kern(f) = dimV — dim Bild(f) = dim V' — dim W.
»(vi) = (ii)“: Aus der Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen ergibt sich
dim Bild(f) = dim V' — dim Kern(f) = dimV — (dimV — dim W) = dim W,

woraus wegen Bild(f) C W schon Bild(f) = W folgt; damit ist f surjektiv.



