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Klausur zur Vorlesung
,Lineare Algebra und analytische Geometrie I
— Losungsvorschlag —

1. a) Firdasin Abhéngigkeit vom Parameter a € R gegebene lineare Gleichungs-

system
Ty — X9 + X3 + Ty = 1
To — X3 — 2334 = -1
Ty + 23 — axy = 0
r3 + Ty = «

betrachten wir die zugehorige erweiterte Koeffizientenmatrix (A, | b,) und

erhalten

1 -1 1 1 1 1 -1 1 1 1

o 1 -1 —-2|-1 0o 1 -1 -2 -1 I+1I

1 0 1 —a|0 |Jma|lo0o 1 0 —a—-1|-1 |win

0 0 1 1 | o 0 0 1 1 o
10 0 -1 0 1 00 -1 0

— 01 -1 —2 -1 I 1T 010 —a-1-1 |
00 1 —a+1]0 w-m| 00 1 —a+1] 0 ’
00 1 1 0 00 o o

dies motiviert die folgende Fallunterscheidung:
e Fir a € R\ {0} gilt Rang(A, | bo) = 4 = Rang(A,); damit ist das
lineare Gleichungssystem eindeutig losbar, und es gilt

— iber (IV) a-xz4 = «, wegen a # 0 also z4 = 1, damit

— tber (III) z3+(—a+1)-z4=0,alsox3=—(—a+1)- 24 =a—1,
damit

— diber (II) xo+(—a— 1)y = —1,also s = —1—(—a — 1) 24 = a,
damit

— iber (I) z; —x4 =0, also 2y = x4 = 1;

es ergibt sich die Losungsmenge

Lo =



e Fiir o = 0, gilt Rang(Ay | by) = 3 = Rang(Ap); damit ist das lineare
Gleichungssystem mehrdeutig l6sbar, und mit der freien Unbestimmten
x4 = A € R beliebig gilt

— iber (III) z3+ 24 =0, also 3 = —x4 = —\, damit
— iber (II) zy —x4 = —1,also x9 = -1+ x4 = —1 + A, damit
— dber (I) z1 — x4 =0, also 21 = x4 =
es ergibt sich die Losungsmenge
A 0 1
TS -1 1
Ly = ) |ANeR ) = 0 +R- 1
A 0 1
b) Es ergibt sich zunéchst
1 0o -1 2 1 1 0 -1 2 1
0 1 1 -1 2 . 0 1 1 -1 2
det(4) = |-2 =6 2 —4 —2/"®"lo0 6 0 0 0=
2 -3 -1 4 1|n30 -3 1 0 -1
-1 3 1 -2 6| o 3 0 0 7
1 -1 2 1
Laplace 132 L (R 0 1 -1 2 Zeilen
3. Zeile 1) (=6) 0 1 0 —1|m-u
0 O 0 7
1 -1 2 1
= 6-8 é _11 _23 T 6 (1-1-1-T) = 42.
0 O 0 7

a)

Damit kann es keine Matrix P € R%*® mit PAP = —A geben; denn
ansonsten erhélt man det(PAP) = det(—A), wobei sich fiir die linke Seite
unter Verwendung des Determinantenmultiplikationssatzes

det(P - A- P) = det(P) - det(A) - det(P) = 42 - (det(P))* > 0
und fiir die rechte Seite wegen der Linearitét der Determinante in jeder Zeile

det(—A) = det((=1) - A) = (=1)° - det(A4) = —42 < 0,

insgesamt also in Widerspruch ergibt.

e Eine Teilmenge U eines R-Vektorraum V ist genau dann ein Unter-
vektorraum von V| wenn sie die drei folgenden Eigenschaften erfiillt:

— Esist U # 0; es gilt etwa 0 € U.
— Fiir alle uy, up € U gilt uy +ug € U.
— FiralleueUund AeRgilt A-ueU.



e [iir einen R—Vektorraum V definiert man die Dimension als

0, falls V = {0y} der Nullraum ist,

dim(V) n  falls V endlich erzeugt ist
im =
und eine Basis der Liange n besitzt,

oo falls V' nicht endlich erzeugt ist.

b) Wir betrachten im R-Vektorraum R**? die Teilmenge
U={XeR™| M -X=X"};

dabei ist M € R?*? eine fest gewihlte Matrix. Es gilt:
e Fiir die Nullmatrix O € R**? gilt

M-0=0=0",

also O e U.
o Fiir alle X1, X, € U gilt X;, Xy € R**2 mit

M-X,=X/ ud M- -X,=X];
damit ist X; + X, € R?*? mit
M- (X1 +X)=M-Xi+M- X=X +X] =(X1+Xu)",

also X7 + X, € U.
e Fiir alle X € U und ) € R gilt X € R**? mit

M-X=XT;
damit ist A - X € R?*2 mit
M-A-X)=XA-(M-X)=X-XT=0\-X)",

also A\- X e U.
Damit ist U nach dem Unterraumkriterium ein Untervektorraum von R2*2.

c) Wir betrachten nun den Untervektorraum U C R?*2 speziell fiir die Matrix
_ —1 4 2%x2,
() e

X — ($1 552) c R2x2

xr3 T4

fiir alle

gilt dabei

M. X = —1 4 ) 1 T2 _ —ZE1+4CL’3 —ZE2—|—4JZ4
0 -1 T3 T4 —I3 —Ty



sowie

und damit
XelU <= M- X=X"
(—xl +4x3 —x9+ 4£U4> _ (ml CCg)
—T3 —Ty T Ty
{ —x1+4x3=2; und —z9+4zy =23 }
—T3 = Ty und —x4 = 14
4 = — =
r3=2x; und —xy = T3
—x3=29 und z4=0
<= (:Ul =223 und x3=-x3 und x4 = 0)
. 21’3 —T3\ 2 —1
= = )= (1)

Damit ist U der von B = (? _01> € R?*? aufgespannte Untervektorraum

von R?*%; wegen B # O ist B sogar eine Basis von U, und es gilt dim(U) = 1.

a) e Fiir R-Vektorraume V und W heifit eine Abbildung f : V — W linear,
wenn sie additiv und homogen ist; dabei bedeutet
— additiv, da8 f(v1 +ve) = f(v1) + f(v2) fiir alle vy, vy € V' gilt, und
— homogen, dal f(A-v) = X- f(v) fir alle v € V und A € R gilt.

e Das Prinzip der linearen Fortsetzung besagt: sind by, ...,b, eine Basis
von V und wy,...,w, beliebige Vektoren in W, so gibt es genau eine
lineare Abbildung f : V' — W mit f(by) = wy,..., f(b,) = w,; dabei
gilt:

— f ist surjektiv <= wy,...,w, ist ein Erzeugendensystem von W.
— fist injektiv <= wy, ..., w, sind linear unabhéngig.
b) Im R-Vektorraum Poly(R) sind die Vektoren

pr=X>4+2X+3, p=2X°+3X+1, p3=3X>+X +2¢€ Poly(R)

gegeben; zu einem Polynom p € Poly(R) betrachten wir den Koordinaten-
vektor ¢(p) € R? beziiglich der Standardbasis X2, X, 1 von Poly(R), also

3
) q(p3) - 1 S R3'
2

q(p1) = , q(p2) =

w N =
_ W N

Die Hilfsmatrix B = (¢(p1), ¢(p2), q(ps3)) € R**? ist wegen

det(B) = = (64+6+6) —(27+1+8)=18—-36=—18#0

Sarrus

W N =
— W DN
N — W



invertierbar; damit bilden ihre Spalten q(p;), ¢(p2), q(p3) eine Basis von R3,
so daB p1, pe, ps eine Basis von Poly(R) sind. Folglich gibt es geméf dem
Prinzip der linearen Fortsetzung fiir jede Wahl eines R—Vektorraums W und
jede Vorgabe von Vektoren wy, we, ws € W genau eine lineare Abbildung
f i Poly(R) — W mit f(p1) = wiy, f(pa) = wy und f(ps) = ws;, hier ist
speziell W = R?*2 sowie die Vektoren w; = M, wy = M, und ws = Mj fiir

(11 (23 (1 3 o2
e (ag) m=(G0) -0 ) e

mit dem reellen Parameter ¢ € R.

Wegen dim(R?**?) = 4 kénnen die drei Vektoren My, My, M3 kein Erzeugen-
densystem von R?*? sein, so dafi f (unabhéngig von t) nicht surjektiv ist. Zu
einer Matrix M € R?*? betrachten wir ihren Koordinatenvektor k(M) € R*
beziiglich der Standardbasis Ei1, Eia, Fa, Fs von R**2 also

1 2 1
1
k) = |5 | kom) =[], kom)=| 0 | ern
2 1 —4
Fiir die Hilfsmatrix C' = (k(M}), k(My), k(M3)) € R¥*3 gilt
1 2 1 1 2 1 1 2 1
1 3 3 I1-1 0 1 2 m+ar |0 1 2
C: s A
3 2 t m-3,iv—2 |0 —4 ¢t—=3 ) wwsa |0 0O t+51]°
2 1 —4 0 -3 -6 00 O

und wir erhalten

f injektiv <= M;, M5, Mj linear unabhéingig
<  k(My), k(M,), k(Ms3) linear unabhéngig
<= Rang(C)=3 <= t+5#0 <= t# —b.

4. Fiir die in Abhéngigkeit vom reellen Parameter s € R gegebene Matrix

Ay = e R

W DN =
Ot W =
EN NG
I R

wird die zugehorige lineare Abbildung
fo :R* = R3  fi(z) = Az,

betrachtet.

a) Wegen
1111 111 1 10 -1 2
A,=1234 1| " (o1 2 1] & (o1 2 -1
357 s) "M \024s-3/"M\00 0 s—1



ergibt sich
2, falls s =1,
3, falls s #1,

mit dim(Kern(fs)) =4 — s und dim(Bild(fs)) = rs; genauer gilt:

e Kern(f,) = {z € R*| A, - x = 0} stimmt mit dem Losungsraum des ho-
mogenen linearen Gleichungssystems A, -z = 0 {iberein; damit erhalten
wir fiir Kern(fs) im Fall s = 1 iiber die freien Variablen x5 und z, die

s = Rang(As) = {

Basis
1 -2
-2 1
Uy = 1 y Uy = 0 S R4
0 1

sowie im Fall s # 1 iiber die freie Variable x5 die Basis

e Bild(f,) = {A, -z |z € R'} stimmt mit dem Spaltenraum der Abbil-
dungsmatrix Ay iiberein; damit erhalten wir fiir Bild(f,) im Falle s = 1
iiber die Pivots in der ersten und zweiten Spalte die Basis

1 1
wy, = 2 s Wy = 3 GRS
3 5

sowie im Falle s # 1 {iber die Pivots in der ersten, zweiten und vierten
Spalte die Basis

1 1 1
w1, = 2 3 Wy = 3 s w3 = 1 € Rg.
3 5 S

b) Die beiden gegebenen Vektoren

1 1
—1 0

bl = O 5 bg — 1 S R4
1 1

sind keine skalaren Vielfachen voneinander, mithin linear unabhéngig, und
damit eine Basis des von ihnen erzeugten Unterraums V = (b, by) C R*.
Fiir die drei gegebenen Vektoren

1 1 1
C1 = -1 ) Ca ) C3 = 0 GRS
—1 0 1

I
|
—



betrachten wir die Hilfsmatrix B = (¢, ¢, c3) € R3*3, und wegen

1 1

1
det(B) = |-1 -1 0| = (1) +0+0) = (1+0+(-1)) ==1#£0
_1 O 1 arrus

ist B € GL3(R) invertierbar; damit ist ¢y, ¢, c3 eine Basis von R?. Fiir die
spezielle Wahl von s = 3 betrachten wir die lineare Abbildung

V=R f(z)=As-m;

wegen
1111 _11 1
f(bl):Ag-blz 2 3 41 0 =10) =c3
3 5 7 s 1
1
und
1
1111 . 1
flo) =As-by=(2 3 4 1| | =[-1|=c,
3 5 7 s —1
1
also
fbi) = 0-c1 + 0-ca + 1l-c3
f(b2) loc; 4 0-ca + 0-c3,
ist

0 1
M=|0 0] e R?*?
10

die darstellende Matrix von f : V — R3 beziiglich der Basis by, by von V
und der Basis ¢, ¢z, c3 von R3.



