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53. a) FﬁrB:(bl,bQ,bg)ER3X3 gllt
123100 10 —1]1 =2 0
(BlE)=|012(010] ~ {01 20 10
001001/ \oo0 1]0 0 1
1001 —2 1
o1 0j0 1 =2 | =(Bs| B);
=210 0 110 0 1

damit ist B invertierbar mit B~! = B’, und folglich bilden die Vektoren
b1, by, bz eine Basis von R3. Ferner ist C' = (c1, ¢p) € R**? wegen

det(O)zﬁ Jl=2.2-3.1=140
invertierbar, und folglich bilden die Vektoren c;, ¢y eine Basis von R2.
b) Wegen
1 -2 1 1 1
eA<b1>—A~b1—(0 : 1)- o) - <O>—2-01+(—1)'Cz,
1 -2 1 2 0
gA(bQ):A'bQZ : 1 = :(—6)'01+4'02,
0 2 1 0 2
1 -2 1 3 0
KA(bg):A'bgz . 2 = :(—15)'Cl+10'62
0 2 1 1 5

gilt fiir die darstellende Matrix M von ¢4 beziiglich der Basen by, by, b3 von
R? und ¢;, ¢o von R? gemiB der Definition

(2 =6 =15\ _ o
M‘(—1 4 10>GR ‘

Alternativ ergibt sich die Matrix M auch iiber die Formel
1/2 3 1 -2 1 1
et -1 —_ — B . B .
M=c AB1<—1 2) (0 2 1) ’ 2
0 1
2 (1 0y (2
-1 0 5

S = N

-6 —15
-1 4 10 )



c) Nun ist
(1 =21 2%3
A= (0 9 1) eR

die darstellende Matrix von f beziiglich der Basen by, by, b3 von R? und
c1, ¢ von R?; damit gilt nach Definition

2
flb) = 1-c14+0-cp= (1)7
2
f(bg) = (—2) - C1 +2- Cy = <2> s
5)
f(bg) = 1'Cl+1‘C2: (3)
Fiir die Abbildungsmatrix A’ € R?*® mit f = {4 ergibt sich also
/ / / / / 2 2 5
A'B = A (by, by, by) = (A'by, A" by, A'bg) = (1 . 3) - D

und damit

S o1 (22 5\
A=DB _(1 : 3)

_12 _12 B (2 —2 3)

0 ] 1 0 0
Alternativ 148t sich die Matrix A’ auch iiber die Formel A = C~'A’B und
damit

L (208 (1 -2 1\
A'=0AB _(1 2) <o 2 1)

1
0
0
(2 3\ (1 -4 6\ _ (2 -2 3
“\12) %0 2 =3)7\1 0 o0

OO =

berechnen.

54. Gegeben ist die Abbildung

. 2% 92 2% 3 a b a—+c 2b 0
AR (c d)H( 0 b+de 5d)

a) Wir weisen die Linearitdt von f anhand der Definition nach:

e [ir alle

st

(a1t az bi+by 2x2
A1+A2_(01+02 d1+d2)€R



mit

B ap +ay by +0by)
f(A1+A2>—f(Cl—|—CQ d1—|-d2>—

([ (a1 +a2) + (1 +¢c2) 2 (b1 + bs) 0 i
B 0 (bl —|-52) +4(Cl —|—62) 5(d1 —|—d2) B
~ ((a1+ 1) + (a2 + ) 2by + 209 0 .
B 0 (b1—|—401>+(b2+462) 5di +5dy)

[ + 2b1 0 + a9 + Co 2b2 0 o
B 0 b1—|—4C1 5d1 0 b2—|—402 5d2 B

=/ (al zi) +f <a2 Zz) = f(A1) + f(A2);

C1 Co

damit ist f additiv.

e Fiir alle
A:(a b)ERQXQ und AeER
c d
1st
o )\'(I )\b 2% 92
A-A ()\ A.d>ER
mit
A-a A-b
JA-A) = f()\-c )\-d):

A-b)+4(A-c) 5(\-d)

B <)\~(a+c) A-(20) 0 )
- 0 A-(b+4c) A (5d)

a+c 2b 0 a b
- A'( 0 b+4dc 5d):>\'f<c d)ZA'f(A);

damit ist f homogen.

(()va)g()\-c) 2(\-b) 0 )

Folglich ist f insgesamt eine lineare Abbildung.
b) Wir wihlen die Standardbasen

10 0 1 00 00
(o) 2ol me(n) e (0)

von R2*? sowie



von R?*3; wegen

= 1-Ci+0-Co+0-C3+0-C4+0-C5 +0-Cg

I
o

C1+2-Co4+0-C3+0-Cy+1-C5+0-Cg

O +0-Co+0-C34+0-Cy+4-C5+0-Cy

= 0-C14+0-Co+0-C34+0-Cy+0-C5+5-Cg
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ist

c R6><4
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die darstellende Matrix von f beziiglich der Basis By, ..., B, von R?*2 und
Cl, cey 06 von R2%3,

c) Wegen

1<V
~

V& VI - 111

S OO oo
S = O O N O
SO O
O OO OO
SO OO O
SO OO~ N O
O OO = O
O O orto OO
OO O OO
S OO OO
O OO = O
S O ot o OO

ist Rang(F') = 4 und damit
dim(Kern(f)) = dim(R**?) — Rang(F) = 4 — 4 = 0;
folglich ist Kern(f) = {O} und damit f injektiv.

55. Der gegebene Endomorphismus f : V — V des Vektorraums V besitzt wegen

f(by) = 0 = 0y + 0-0o + 0-b3 + 0-by
flba) = 2b = 0-bp + 2:bo + 0-b3 + 0-by
f(bs) = by = 06y + 0:b2 + 0-b3 + 1-by
flby) = 6by—by = 0-by + 6:by + 0-bs + (—1)-by
beziiglich der Basis by, bs, b3, by von V' die darstellende Matrix
000 O
— 020 6 4x4,
M=1000 o8
001 —1



entsprechend betrachten wir zu einem Vektor

v=a1-bi+ay-byt+ag-bs+ay-byeV

aq
seinen Koordinatenvektor p(v) = 32 € R* beziiglich der Basis by, by, bs, by.
3
Qy
Wegen
000 O 010 3
020 6 0 01 —1
M=1000 o7 foo00 o
001 -1 000 O

erhalt man:

e Kern({y) = {z € R* | {py(2) =0} = {z € R* | M - z = 0} stimmt mit dem
Losungsraum des homogenen linearen Gleichungssystems M -z = 0 {iberein;
da z1 und x4 die freien Variablen sind, ist

0

, plug) = 1 eine Basis von  Kern (¢))

1

P(Ul) =

o O O =

und folglich u; = by, uy = —3 by + b3 + by eine Basis von Kern(f).

e Bild(¢y) = {{y(2) | x € RY} = {M -z | + € R*} stimmt mit dem Spalten-
raum der Matrix M € R** iiberein; da x5 und 3 die gebundenen Variablen
sind, ist

p(wy) = , plwy) = eine Basis von  Bild (¢yy)

S o N O
_— o O O

und folglich wy; = 2 by, wy = by eine Basis von Bild(f).

Wegen Kern(f) # {0y} ist f nicht injektiv, und wegen Bild(f) C V ist f nicht
surjektiv.

56. a) Da f injektiv ist, gilt
Kern(f) = {Ow} und damit dim Kern(f) = 0;
da f nicht surjektiv ist, gilt
Bild(f) ¢ W und damit dim Bild(f) < dim(W).
Mit Hilfe der Dimensionsformel erhélt man daher

dim(V') = dim Kern(f) + dim Bild(f) = dim Bild(f) < dim(W).



b) Wir nehmen zum Widerspruch dim(V) < dim(W) an. Seien
n = dim(V) und  m = dim(W),

und wir wahlen eine Basis vy, ..., v, von V sowie eine Basis wy, ..., w,, von
W. Damit gibt es eine (eindeutig bestimmte) lineare Abbildung

f:V=w mit fv)) =wr, ..., flv,) =wy,

und da die Vektoren w,...,w, linear unabhéngig sind, ist f injektiv im
Widerspruch zur Voraussetzung. Damit gilt aber dim(V') > dim(W).



