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49. Fiir B = (vy,v2,v3) € R¥3 gilt
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Damit ist B invertierbar mit
2 1 2
Blt=1[2 -1 —1]| eR?*3.
1 0 -1

Folglich bilden die Vektoren vy, vo, v3 eine Basis von R?, und damit gibt es nach
dem Prinzip der linearen Fortsetzung genau eine lineare Abbildung f : R?® — R?
mit f(vy) = wy, f(ve) = we und f(v3) = ws. Fiir die Matrix A € R¥® mit f = {4
gilt also A-v; = wy, A vy = wy und A - v3 = ws; mit C' = (wy, wy, w3) € R**3
ergibt sich

A‘B:A'(U17U2;U3>:(A'UlvA'U27A'U3):<w17w27w3)zcv

wegen B € GL3(R) damit
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50. a) Wegen
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gilt
2, falls s =0,

dim Bild(f;) =R Ag) =
im Bild(f,) ang(4,) {3, falls s # 0.

Die lineare Abbildung f, : R* — R? ist genau dann surjektiv, wenn
dim Bild(f,) = dimR* = 3

gilt, damit also genau fiir s # 0. In diesen Féllen ist x3 die einzige freie
Unbestimmte des homogenen linearen Gleichungssystems Ay -z = 0, so dafl
wir geméf obiger Rechnung

3
-1
1
0

Kern(f;) =R -

erhalten.

Fiir die Wahl s = 0 ergibt sich geméf} a) speziell

1 0 -3 4
00 0 O

Damit erhalt man:

o Kern(fy) = {r e R | fo(x) =0} = {x e R* | Ay- 2 =0} stimmt mit
dem Losungsraum des homogenen linearen Gleichungssystems Ag-z = 0
mit den freien Unbestimmten x3 und z4 iiberein; somit bilden

3 —4
| -1 B 1 4
b = 1 und by = 0 eR
0 1

eine Basis von Kern(fp).

e Bild(fy) = {fo(z) | x € R*} = {4y -z | * € R*} stimmt mit dem Spal-
tenraum der Matrix A {iberein. Da x; und x5 die gebundenen Unbe-
stimmten von Ag - x = 0 sind, bilden

S V)

1
51 = 2 und So =
1

eine Basis von Bild(fy).

51. Fiir alle A, B € R**? und \ € R gilt

f(A+B)=(A+B)-M—M-(A+B) =

=(A-M+B-M)—(M-A+M-B)=
=(A-M—-M-A)+(B-M—-M-B)=f(A)+ f(B)



und

fOO-A =N-A)-M-M-(\A)=
=A(A-M)—X-(M-A)y=X-(A-M—M-A) =\ f(A);

damit ist f linear. Fiir eine Matrix A = (an a12> € R?*2 gilt dabei
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und fiir Kern(f) und Bild(f) ergibt sich:

o Fiir eine Matrix A = (‘1 12} ¢ R2*2 gil
21 22

AeKemn(f) < f(A) =0 <
—2@21 2a11+2a12—2a22 o 0 0
= <—2 921 2&21 ) - (O 0) =
= a9 =0 und agp = ai; + a;

damit besteht Kern(f) genau aus den Matrizen der Form

_fann a2 . _ 1 0 ' 01
A_(O a11—|—a12>_a11 (0 1)+a12 (O 1>

mit ay1, a;s € R. Folglich bilden die beiden Matrizen

10 01
Bl_(O 1) und Bg—(o 1)

ein Erzeugendensystem von Kern(f); wegen

B N ) (00 L
M -Bi+X By=0 <— <O )\1+>\2)—<0 O> <— A=X=0

fiir alle A1, Ay € R sind By, By auch linear unabhéngig und damit sogar eine
Basis von Kern(f). Insgesamt ergibt sich also

dim Kern(f) = 2.



e Fiir jede Matrix 4 = (a“ al?) € R¥*2 gilt
A21 QA22

_(—2an 2a11+2a12 —2axn)
f<A) N (—26621 2ap > N

1 0 01
= (-2&21) . <1 _1) + (2@11"‘2(112 —2CL22) . <O O) .

Folglich bilden die beiden Matrizen

1 0 01
B3: <1 _1) und B4: (0 0)

ein Erzeugendensystem von Bild(f); wegen

Az A 0 0
A3 B3+ M\ -By=0 < (Az _;\3)2(0 O) <~ A3=XM=0

fiir alle A3, Ay € R sind Bs, B, auch linear unabhéngig und damit sogar eine
Basis von Bild(f). Insgesamt ergibt sich also

dim Bild(f) = 2.
52. a) Wir zeigen mit Hilfe des Unterraumkriteriums, dafl
JU)={f(u) |lueU} W

ein Unterraum von W ist:

e Wegen 0y € U gilt
Ow = f(0y) € f(U).

e Fiir alle wy, wy € f(U) gibt es uy, ug € U mit f(uy) = wy, f(ug) = wo,
und wegen u; + uy € U ergibt sich

wy +we = f(ur) + f(uz) ; i fur +ug) € f(U).

e Fiir alle w € f(U) und A € R gibt es u € U mit f(u) = w, und wegen
A-u € U ergibt sich

ANw=A-f(u) = f(A-u)e f(U).

f homogen

b) Wir zeigen mit Hilfe des Unterraumkriteriums, dafl
X)) ={veV]f) eX}

ein Unterraum von V ist:

e Wegen Oy € V mit f(0y) =0y € X gilt

Oy € f_l(X).



c)

e Fiir alle vy, vy € f71(X) gilt f(vy1), f(vs) € X, und wegen vy + vy € V
mit
floi+vg) = flor) + f(v2) € X

f additiv

ergibt sich v; + vy € f7HX).
e Fiir allev € f71(X) und A € R gilt f(v) € X, und wegen \-v € V mit
fv) = A flv)eX
f homogen

ergibt sich A\ -v € f~1(X).
Fiir ,=* gilt zunéchst Bild(f) € W, und fiir ,0% sei w € W; wegen der
Surjektivitat von f gibt es ein v € V mit w = f(v) € Bild(f).
Fiir ;<= sei w € W, und wegen Bild(f) = W gibt es ein v € V mit
f(v) = w; damit ist f surjektiv.
Fir ,=—*“ gilt zunéchst Kern(f) 2 {0y}, und fiir ,C* sei v € Kern(f);
damit gilt f(v) = Oy = f(0y), und wegen der Injektivitdt von f folgt
v = Ov.
Fiir ,<="* seien vy, vo € V mit f(v1) = f(v2); mit der Linearitdt von f
ergibt sich f(v; —ve) = f(v1) — f(v2) = Ow, also vy — ve € Kern(f), und
wegen Kern(f) = {0y} folgt v; — vy = Oy, also v; = vs.



