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45. (Staatsezamensaufgabe Frihjahr 2018). Nach der Regel von Sarrus gilt

0 s s+t
det(A&t) = t O t =
s+t s 0

=(0+st(s+t)+(s+t)ts) — (0+0+0) =2st(s+1);

dies motiviert fiir die Bestimmung von Rang(A,:) und dim(L,;) die folgende
Fallunterscheidung:

o Fir s 20 und ¢ # 0 und s+t # 0 ist det(As;) = 2st (s +t) # 0; damit ist
die Matrix As; € GL3(R) invertierbar, und es ist folglich Rang(A;) = 3.
Folglich besitzt das lineare Gleichungssystem A, - x = b die eindeutig be-
stimmte Losung x = A} - b, und es gilt dim(L;;) = 0.

e Fiir s =0 und ¢t =0 (und damit s +¢ = 0) ist A;; = O die Nullmatrix mit
Rang(As:) = 0. Wegen b # 0 ist Rang(As;|b) = 1 # Rang(As,), so daB
das lineare Gleichungssystem A,; - = b keine Losung besitzt; es ist also
Le; = 0.

e Fiir s =0 und ¢t # 0 (und damit s + ¢ # 0) ist
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wegen Rang(As;) = 2 = Rang(As:|b) ist das lineare Gleichungssystem
Ay - x = b losbar, und es gilt dim(Ls;) = 3 — Rang(A,¢) = 1.
e Fiir s # 0 und ¢ = 0 (und damit s + ¢ # 0) ist
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wegen Rang(As;) = 2 = Rang(As;|b) ist das lineare Gleichungssystem
Agy - x = b losbar, und es gilt dim(L,;) = 3 — Rang(A,;) = 1.



o Fiirs#0und ¢t #20 und s+t =0, also t = —s, ist

0 s 0] 1 t 0 t|lo t 0 t] o
(Asulb) =1 ¢t 0 t| O 2 0 s 0|1 et 0 s 0] 1 ;
0 s 0/l—-1/"7"\0 s 0]-1 N0 0 0]=2

wegen Rang(Ag;) = 2 < 3 = Rang(A,;|b) besitzt das lineare Gleichungs-
system A, - x = b keine Losung; es ist also Ly, = ().

46. Wir betrachten fiir das durch die drei Parameter r, s, t € R gegebene lineare

Gleichungssystem
r + 21’2 + 21’4 = 4
21 4+ 4dx9 + ras =1
ST + r3 + txy = 1
die zugehorige erweiterte Koeffizientenmatrix
120 2] 4
2 4 r 01 ];
s 01 t] 1

ist nun das Gleichungssystem losbar, so gibt die Anzahl der freien Variablen die
Dimension der Losungsmenge an.

a) Wegen
1 2 0 2| 4 (oL 1 2 0 2 - .
2 4 01 |"S" 00 —a| -7 | ™Y
s 01 ¢t 1 s 01 ¢ 1
1 2 0 2 4
0 0 r —4 —7 | U
0 —2s 1 t—2s| 1—4s
1 2 0 2 4
0 —2s 1 t—2s| 1—4s
O 0 r -4 -7

treffen wir die folgende Fallunterscheidung:
e Fall 1: s # 0. Damit sind
— im Falle r # 0 die Variablen x, x5, x3 gebunden sowie x4 frei sowie
— im Falle » = 0 die Variablen x, x5, x4 gebunden sowie x3 frei;

auf jeden Fall ist das Gleichungssystem losbar und besitzt eine eindi-
mensionale Losungsmenge.

e Fall 2: s = 0. Wegen

1202/ 4 1 2 2| 4\
24 01130 o0 ! 1 5
s 01 t]|1 00 r —4]| —7



sind auf jeden Fall z; und x3 gebunden sowie x5 frei, so dal das Glei-
chungssystem genau dann eine eindimensionale Losungsmenge besitzt,

wenn x4 ebenfalls gebunden ist, also genau im Falle —4 — rt # 0 bzw.
rt# —4.

b) GeméiB a) besitzt das Gleichungssystem fiir s # 0 oder s = 0 und rt # —4
eine eindimensionale Losungsmenge; daher kommt eine zweidimensionale

Losungsmenge nur im Fall s =0 und r¢ = —4 in Frage. Wegen
120 2] 4 120 2 4
o4 r 0|1 |2 o0oo0 1t 1
s 001 t] 1 000O0| —7T—r

ist das Gleichungssystem genau dann losbar, wenn —7 — r = 0 gilt; damit
mufl » = —7 und wegen rt = —4 auch t = % gelten. Fiir diese Wahl der
Parameter ergibt sich als Losungsmenge

4 —2 —14
0 1 0

L=| [ +®-| 5 [+R-| ,
0 0 7

47. a) Wir weisen die Linearitét der Abbildung

aijy ... Qip
Spur : R™" — R, oo, man oot ap,
Ap1 ... Qpp
anhand der Definition nach:
e Fiir alle
ay ... Qip b11 e bln
A= + . und B=| : .. | €eR™"
QAn1 QApn bnl brm
gilt
a1 +bn ... ai, +biy
A+ B = : :
an1 + bnl co. Qpp + bnn
und damit

Spur(A+ B) = (ay1 +b11) + ... + (@pn + bup) =
= (a1 + ...+ app) + (b11 + ... + byyn) = Spur(A4) + Spur(B);

folglich ist Spur zunéchst additiv.



e Fiir alle

ailr ... Qip
A=+ . + | eR”™ und NeR
Ap1 ... Qpp
gilt
)\'CLH )\'CLln
ANA= :
AoQpl oo A Qpn
und damit

Spur(A-A) = Xaj+. ..+ A apn = A (a11+. . .+ ann) = A-Spur(A);

folglich ist Spur auch homogen.
b) Das k-te Diagonalelement der Matrix AB ist

n

ap1big + ...+ Qppbpg = Z akibik
i=1

und damit
Spur(AB) . (Z Qg Zk) = z": Zn: Apibi;
k=1 k=1 i=1

entsprechend ist das [-te Diagonalelement der Matrix BA
bpnay + ...+ bypan = Z bijaj

und damit

n

Spur BA Z (Z bl]ajl> = Z Z bljaﬂ = Z Zaﬂblj.
=1 j=1 j=1 I=1

Nach einer geeigneten Umindizierung (j <> k und i <> [) erkennt man
Spur(AB) = Spur(BA).

{10y, (01 (01 o
c) FurA-(O 0),3—(1 0) undC’—(O O>€R gilt

e ABC = <8 8> und damit Spur(ABC') = 0 sowie
0 0 .
e BAC = (0 1) und damit Spur(BAC) = 1.

d) Aus AB— BA=\E, ergibt sich
n- A= Spur(AE,) = Spur(AB — BA) 5 Spur(A B) — Spur(B A) 5 0,

wegen n # 0 also A = 0.



48. a) Unter Verwendung der Beziehung Rang(A) = Rang(A") ergibt sich

(4 R" — R™ surjektiv. <= Rang(A) = Zeilenzahl(A) = m <~
Rang(A') = Spaltenzahl(A") = m <= {,7 : R™ — R" injektiv.

b) Der Rang der gegebenen Matrix A € R™*" ist die Dimension des Spalten-
raumes S, der von den n—Spalten sq,...,s, der Matrix A erzeugt wird; es
ist also S = (s1,...,8,) € R™ Um die gewiinschte Beziehung zu zeigen,
miissen wir die lineare Unabhéngigkeit der Spalten sy, ..., s, der Matrix A
nachweisen. Seien dazu Ay, ..., A\, € R mit

)\1'81+...+)\n'8n20;
diese Beziehung fassen wir nun als homogenes lineares Gleichungssystem

A1
A-x=0 mit rx=1: | eR"
An

auf, und nach Multiplikation dieser Gleichung mit AT € R"*™ erhalten wir
AT (A x)=AT .0, also (ATA) -z =0,

woraus sich wegen ATA € GL,(R) schon z = 0 ergibt. Damit ergibt sich
A1 = ... =\, = 0, und folglich sind die Spalten sy, ...,s, der Matrix A
linear unabhéngig, weswegen

Rang(A) = dim(S) = dim(sy,...,s,) =n

gilt.



