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37.

a)

— Bearbeitungsvorschlag —

Sei U = (b1, by, b3) C V der von den drei (nicht notwendigerweise linear
unabhéngigen) Vektoren by, bo, by aufgespannte Unterraum des reellen Vek-
torraums V. Damit ist U = {0} der Nullraum, oder es 148t sich nach dem
Basisauswahlsatz aus dem Erzeugendensystem by, by, b3 von U eine Basis
von U auswéhlen; auf jeden Fall gilt aber

d:=dim(U) < 3.

Da nun héchstens d Vektoren aus U linear unabhéngig sein konnen, sind die
vier Vektoren

Ulzbl—f—bg—f-bg, 02:b1+2b2+3b3,

U3:2b1+3b2+b3 und U4:3b1+b2+2b3,
die als Linearkombinationen von by, bs, b3 in U liegen, sicher linear abhingig.

Sei p : V — R? die bijektive Abbildung, die jedem Vektor v € V seinen
Koordinatenvektor p(v) € R? beziiglich der Basis by, by, b3 von V zuordnet;
damit ist

1 1 2
plo) = 1], plv)=12], plvs)=1]3
1 3 1

Mit A = (p(v1), p(v2), p(vz)) € R3*3 gilt

= (243+6)—(4+9+1)=-3#0;

Sarrus

11
det(A) =1 2
1 3

_= W N

damit sind die Koordinatenvektoren p(v;), p(v2), p(vs) € R® und folglich
auch die Vektoren vy, ve, v3 € V' linear unabhingig.

Alternativ 148t sich die lineare Unabhéngigkeit der Vektoren vy, v9, v3 € V'
auch geméf der Definition, also ohne Riickgriff auf die Koordinatenvektoren
p(v1), p(v2), p(vs) € R3 zeigen: seien dazu A;, Ay, A3 € R mit

AL U1+ Ay v + Az - vg = Oy,



38.

a)

also
A1 (by+bo+b3) + Ao+ (b1 + 202 + 3b3) + Az - (201 + 3Dy + b3) = Oy
und damit
(A + X2 +2X3) -by + (A1 +2X +3A3) b+ (A +3 X2+ A3) - by = Oy
Aufgrund der linearen Unabhéngigkeit von by, by, bs folgt daraus
AMAA+20=0, M+2X+3X=0, M +3X+A3=0,

damit Aog + A3 = 0 und 2y — A3 = 0, also Ay = 0 und A3 = 0 und somit
auch \; = 0. Damit sind die Vektoren vy, vy, v3 linear unabhéngig.

Wir bestimmen zunéchst die Losungsrdume
U={zeR'|A-2=0} und W={zeR"|B-z=0}

der linearen Gleichungssysteme A-x =0 und B - x = 0 mit

1 2 -2 -1 1 -1 1 -1
A=1[1 1 -2 0 und 1 -2 3 —2| e R¥>4,
1 -1 -2 2 1 1 -3 1

Wegen

1 2 -2 —1]0
(Al)=[1 1 -2 o0 [o] =
1 -1 -2 2 |o) "

1 2 —2 —1]0 1 0 —2 110
0 =1 0 110l ™ (o =1 0 10
0 =3 0 310/ ™ \o o o olo

sind x3 und x4 die beiden freien Variablen, und das lineare Gleichungssystem
A - x = 0 besitzt genau die Losungen

20 — Ao 2 -1
_ A2 0 1
Ag 0 1
2 —1
. . 0 1 .
fiir Ay, Ay € R. Damit ist u; = L= 0 ein Erzeugendensystem
0 1

von U; da uy, us zudem linear unabhéngig sind, bilden sie eine Basis von U.



0 -1 2 —1]o] =& —
I11+4-211 0 O 0 O O

sind x3 und x4 die beiden freien Variablen, und das lineare Gleichungssystem
B -z = 0 besitzt genau die Losungen

1 1 0
2| |2 -1
T = /~le - IU/l 1 + /j/2 0
H2 0 1
1 0
. .. 2 -1 )
fiir gy, po € R. Damit ist w; = e Wy = 0 ein Erzeugendensystem
0 1

von W; da wq, wy auch linear unabhéngig sind, bilden sie eine Basis von W.

Damit liegt ein Vektor € R* genau dann im Durchschnitt U N W, wenn
es A1, Az, pi1, 2 € R mit

2M1 — A2 251
A2 — = 21 — o :
)\1 H1
)\2 FLQ

also
2M1 — Ao =, Ay =2 py — pa, A=y und Ao = pa,

gibt; dies ist aber zu A\; = Ay = 1 = ps gleichwertig. Folglich ist

T=A "0 mit v =

— = = =

demnach gilt UNW =R - v.
GeméB a) bilden uy, us eine Basis von U sowie wy, wy eine Basis von W;
damit gilt

dim(U) = 2 und dim(W) = 2.
Da v, uy (oder auch v, us) zwei Vektoren aus U sind, die offensichtlich linear
unabhéngig sind, bilden sie wegen dim(U) = 2 schon eine Basis von U.



Entsprechend sind v, w; (oder auch v, wy) zwei Vektoren aus W, die of-
fensichtlich linear unabhéngig sind; folglich bilden sie wegen dim(W) = 2
ebenfalls schon eine Basis von .

Des weiteren ist v # 0 eine Basis von U N W, woraus sich dim(UNW) =1
und mit der Dimensionsformel

dim(U + W) = dim(U) + dim(W) = dim(U N W) =2+2—-1=3

ergibt; wegen
U+ W = (v,uy)+ (v,w) = (v,uy,wy)

bilden die drei Vektoren v, u;, w; ein Erzeugendensystem von U + W und
sind damit wegen dim(U + W) = 3 schon eine Basis.

39. a) Die Dimensionsformel fiir Summe W; 4+ W5 und Durchschnitt Wy NW, zweier
Untervektorrdume W; und W, eines reellen Vektorraums V' lautet

b) Fiir V = R5 und Untervektorrdume W; und W5 von V der Dimensionen
dim W; = 3 und dim Wy = 3 gilt wegen W, N Wy C W) zum einen

dim (W, N W,) < dimW; =3
sowie wegen W, + Wy C R5 zum anderen

dim (W, + W,) < dimR® = 5,
so daf} sich unter Verwendung der Dimensionsformel dann

=3 =3 <5

ergibt. Zusammenfassend erhalten wir also
dim (Wl N WQ) S {1, 2, 3}

und haben diese drei moglichen Werte noch zu belegen:
o Fiir Wy = (eq, €9, e3) und Wy = (e3, 4, €5) ist WiNWy = (e3) und damit
dim (W, N Wy) = 1.
o Fiir Wy = (eq,e9,e3) und Wy = (eq, e3,€4) ist Wi N Wy = (e, e3) und
damit dim (W, N Wy) = 2.
e Fiir Wp = (eq, e, e3) und Wy = (eq, €9, e3) ist Wi NWy = (€1, €2, e3) und
damit dim (W, N Ws) = 3.

40. Wir zeigen mit Hilfe des Unterraumkriteriums, dafl

U:{(i Z) €R2X2|a+b—c:0}

ein Untervektorraum von R2?*2 ist:



e Fiir die Nullmatrix

0:(8 8>ER2X2 gilt  0+0—0=0,

also O e U.
e Fiir alle A, B € U gilt

A= (al bl) ERQXQ mit ap+b—c; =0

C1 dl
und
] by 2x2 : —0-
B = eR mit a2+b2—02—0,
Co d2
damit ist
a; +az by 4 by 2% 2
A+ B = R
T (01+C2 d1+d2) <
mit

(a1 + az) + (b1 + b2) — (c1 + ¢2) =
:(a1+b1—c1)+(a2+b2—02):0—|—O:O,

also A+ BeU.
e Fiir alle A € U und X € R gilt

A:(a b)GRZXQ mit a+b—c=0;
c d
damit ist \ b

A na : 2x2

A A_(A-c )\-d)eR
mit

Ara+A-b—X-c=X-(a+b—c)=X-0=0,

also A-AecU.

Damit ist U ein Untervektorraum von R?*2, wobei U genau aus den Matrizen

a b 10 01 0 0
A_(a—i—b d>_a'<1 o)*b'(1 0)”'(0 1)
~—— —— ——

=B =B =DB3

mit a, b, d € R besteht; damit bilden By, Bs, B3 ein Erzeugendensystem von U.
Fir alle )\1, )\2, A3 ERMIt A\ - Bi+ M- Bo+A3-B3=0 gllt

AN\ (00
M+ As)\0 0)

also Ay = Ay = A3 = 0; damit sind By, By, B3 auch linear unabhéingig, insgesamt
also eine Basis von U, und es gilt dim(U) = 3.



Wir kénnen nun B;, By, Bs mit jedem beliebigen B, € R?*?\ U zu einer Basis
By, By, Bs, By von R?*? ergiinzen, also etwa

10
)

U+W=R*>*?* und UNW ={0}

Damit ist W = (B,) geméif

ein zu U = (By, By, Bs) komplementirer Unterraum von R?*2.



