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33. a)

— Bearbeitungsvorschlag —

Sei A = (vy,v9,v3,v4) € R4 Wegen
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die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems A -z = 0; damit sind
3XN-v+(=2A) - va+A-v3+0-v3=0

fiir A € R alle Darstellungen des Nullvektors 0 als Linearkombination von
V1, Vs, V3, V4. Insbesondere sind vy, vy, v, vy linear abhéngig.

Fiir A = 1 ergibt sich v3 = —3 vy + 2v,, und damit ist V = (v, vg, v4). Mit
A = (’Ul, Vg, U4) S R4X3 gllt
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Esist also x = 0 die einzige Losung des linearen Gleichungssystems A’-x = 0;
damit sind vy, v9, vy linear unabhéngig. Folglich bilden vy, vy, v4 eine Basis
von V.



c) Die Basis vy, vy, v4 von V L#fit sich genau dann mit dem Vektor b € R* zu
einer Basis von R? ergéinzen, wenn b ¢ (v;, vy, v4) gilt. Wegen
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gilt dabei b ¢ V genau dann, wenn 4 by + 2b3 # 3 by + by ist.

34. Fiir einen Vektor v € V betrachten wir seinen Koordinatenvektor p(v) € R*
beziiglich der Basis by, by, b3, by von V. Damit bilden die Vektoren

V1 =01+ B1-bs, va=ba+Po-by, v3=P3-b14+0bs, vi=Ps-by+ by

genau dann eine Basis von V', wenn ihre Koordinatenvektoren

1 0 Bs 0
pe)=| o | wte =g | =[] e =
0 P2 0 1

eine Basis von R?* bilden; dies ist aber genau dann der Fall, wenn die Matrix
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0 By 0 1
invertierbar ist, also det(A) # 0 gilt. Wegen
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sind also die Vektoren vy, vy, v3, v4 genau dann eine Basis von V', wenn

(1=5183) (1 =B284) #0

gilt.



35. Wir betrachten den R-Vektorraum Pol;(R) aller Polynome mit reellen Koeffizi-
enten vom Hochstgrad 3; fiir einen Vektor

as
v=a3X®+ asX? + a1 X + ag € Pol3(R) sei  p(v) = Zj € R

Qo

sein Koordinatenvektor beziiglich der Standardbasis X3, X2, X, 1. Damit ergibt
sich fiir das Erzeugendensystem wuy, us, uz von U dann
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sowie fiir das Erzeugendensystem wy, wy von W dann
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Fiir v € Pol3(R) gilt damit

veUNW <= ve (u,ug,uz) und v € (wy,ws)
= p(v) € (p(ur), p(uz), p(uz)) und p(v) € (p(w1), p(w2))
>  aip(u) + aap(uz) + asp(us) = p(v) = Fip(wr) + Bap(wo)

mit geeigneten Koeffizienten oy, as, as, 1, B2 € R. Dies fiihrt {iber

a1p(ur) + aop(ug) + asp(us) + B1(—p(wr)) + Bo(—p(ws)) =0

auf das homogene lineare Gleichungssystem mit der Koeffizientenmatrix
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und damit den Lésungen
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36.

Folglich ist
velUNW «— v:)\w1+)\w2:)\(X3+1) mit A\ € R;
damit ist UNW =R - (X3 + 1), also X3 + 1 eine Basis von U N .
Es sei U = (vy,v9,v3,v4) der von den vier Vektoren
nv=a+b+c+d, vo=b+c, vs=c+d, vi=a+b

aufgespannte Unterraum in einem reellen Vektorraum V'; dabei sind die Vektoren
a, b, ¢, d als linear unabhéngig vorausgesetzt. Wegen

v1 = (a+0b)+ (c+d) = vy + v3 € (v2,03,V4)

wird der Unterraum U bereits durch die drei Vektoren vy, v3, v4 erzeugt; zum
Nachweis ihrer linearen Unabhéngigkeit seien A1, A2, A3 € R mit

AL U2+ A - v+ Az - vg = Oy,

also
AM-(b+c)+ X (c+d)+A3-(a+b) =0y

und damit
)\3(L—|—(>\1—|—>\3)b+<)\1+)\2>0+)\2d:0\/

Aufgrund der linearen Unabhéngigkeit von a, b, ¢, d folgt daraus
)\3:07 )\1—{—)\3:0, )\1+)\2:O, )\2:0,

insgesamt also \; = Ay = A3 = 0; folglich sind vy, v3, v4 auch linear unabhéngig
und somit eine Basis von U. Fiir die Dimension von U ergibt sich demnach
dim(U) = 3.



