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25. a) Wir zeigen mit Hilfe des Unterraumskriteriums, daf§ U und W Unterrdume
des R-Vektorraums R? sind:

I Y1
e Wegen 0 € Uist U # 0. Firallex = (a2 ],y = |32 ]|] € U und
T3 Y3
A € R gilt zundchst x3 = z1 + x5 und y3 = y; + y2; damit erhélt man
1+ U
r+y= |22+ Y2 | mit
T3+ Y3

3+ ys = (X1 +22) + (11 +y2) = (1 +y1) + (22 + y2),

)\.171
also z +y € U, sowie A -z = | Axy | mit
)\.1'3

>\I3 = /\(Z[‘l —I—I'Q) = )\Il —f-)\l’g,

also \ - x € U. Damit ist U ein Unterraum von R3.

T n
e Wegen 0 € Wiist W #£ (. Firalle z = (x|, y = |yp|] € W
T3 Ys
und A € R gilt zundchst 1 = z9 und y; = yo; damit erhélt man
1+
r4+y = |2x2o+y | mit x1 +y1 = 29 + yo, also z +y € W, sowie
T3+ Y3
)\1'1
A-x = | Axo | mit Axy = Axg, also A - x € W. Damit ist W ein
/\l‘g

Unterraum von R3.

b) Geméif der Definition der Unterrdume U und W gilt

Uy
U={ucR®|us=u +up} = Us | up,us € R
U + Usg



und
w1

W={weR? | w =wy} = wy | | w,ws €R B
w3

damit ergibt sich nach der Definition von U + W dann

U+W = {u+w|uelUweW}
U + Wy
= Uz + W1 |u1,u2,w1,w3 eR
Ul + Ug + W3

Fiir e; konnen wir etwa vy = 1, us = w; = 0 und wy = —1 wéhlen und
erhalten
1 1 0
€1 = 01 =10]+ 0 ceU+ VV,
0 1 -1
fiir e; konnen wir etwa us = 1, u1 = w; = 0 und wy = —1 wihlen und
erhalten
0 0 0
€y = 1] = 1]+ 0 ceU+ VV,
0 1 -1

und fiir e; konnen wir etwa u; = us = w; = 0 und ws = 1 wahlen und
erhalten

0 0 0
es= (0] =(0]+[0] €cU+W.
1 0 1

Wegen R? = (ey, €9, €3) ist damit insbesondere U + W = R3 gezeigt.

T
Ein Vektor x = [ x5 | € R3 liegt genau dann im Unterraum U N W, wenn
T3
sowohl x3 = 1 + x5 als auch x; = x5 erfiillt ist, er also Losung des linearen
Gleichungssystems
T + X9 — X3 = 0
r1T — X9 =0

11 1|0 11 —1]0
o d
(1—1 O'O)II—I(O —2 1‘0)

ergibt sich demnach

ist. Wegen

A 1
Unw = A AeR=R-v mit v=11];
2 2

anstelle von v kann auch jedes vom Nullvektor 0 verschiedene lineare Viel-
fache von v gewéhlt werden.



1 2 3 by
. 2 3 3 4x3 . by 4
26. Seien A = (v, v9,v3) = € R* sowie v = € R*. Wegen
301 b3
4 1 1 ba
1 2 31| b 1 2 3 by
(Afv) = 2 3 3| by 121 0 -1 -3 by — 2y
3 0 1| bg |Jm-s,v-ar| 0 —6 =8 bs — 3b;
4 1 11| by 0 =7 =111 by—4b
1 2 3 by
11611 0 -1 -3 by — 2b; -
w-m| 0 0 10 bs +9b; — 6by IV—III
0 0 10 | by+10by — Tbhy
1 2 3 by
0 -1 -3 by — 20Dy

0 0 10 bs +9b; —6by
0 0 0 by 4+ by — by — bs

ist das lineare Gleichungssystem A - x = v genau dann lésbar, der Vektor v also
genau dann Linearkombination von vy, ve, v3, wenn by — by — b3 + by = 0 gilt.
Damit ist

N — O

wegen 0—1—-244=1+#0
4

keine Linearkombination der vy, vq, v3, wihrend

wegen 1-1-141=0

g
I
— =

eine Linearkombination der vy, vy, vg darstellt. Zur Ermittlung der Koeffizienten
betrachten wir das lineare Gleichungssystem A - x = w: wegen

12 3] 1 1 2 3] 1
23 3|1 0 -1 —3| -1
Ay =1350111 "o 0o 10] 4
41 111 00 01 0

1
5

ist © = —% € R? die einzige Losung von A - 2 = w; damit erhélt man die

(S]]

(eindeutig bestimmte) Linearkombination

1 1 +2
W= -V — = Uy + = Vs.
51 52757



27. Zum einen ist

6

vp=11 = 1'1U1‘|‘1'102€<1U1,’LU2>,
4
4

Vg = 2 = 2'1U1+1'U]2€<U]1,’LUQ>,
—1
2

V3 = —1 = (—1)~w1+0~w26<w1,w2>,

5

also (v, v9,v3) C (wy, ws), und zum anderen

-2

w = | 1 = 0-v1+0-v+(—1)-v3 € (v1,v9,03),
-5
8

wy=10] = 1-v14+0-v+1-v3€ (vy,v9,03),
9

also (wy, we) C (v1,v9,v3). Insgesamt erhélt man also (vy, v, v3) = (wy, wy).

Alternativ kann man auch die Vektoren in (v, vq,v3) und (wy,ws) explizit be-

stimmen:
6 4 2 by
Fir A; = (v,v9,v3) = [ 1 2 —1] €eR¥>undb= [by | € R?ist
4 -1 5 by
6 4 2| b 1 2 —1]| b
A= 1 2 =1 b |~ |6 4 2 |b |
A _1 5 by e\, s bs 11141
1 2 -1 by 1 2 -1 by
~ 1 0 -8 8 b1 — 6by ~ 0 -8 8 by — 6by :

0 =9 9 | by—dby /N0 0 0| bytilop—20

damit ist das lineare Gleichungssystem A; - z = b genau dann l6sbar, der Vektor
b also genau dann Linearkombination von vy, vy, vs, wenn

11 9
bg+zb2—§b1:0 bzw. 9b1—2262—8l)3:0

gilt, weswegen sich

<U1,U2,U3> = {b€R3 | 9b1—22b2—8b3:0}



-2 8 by

ergibt. Ferner ist fiir Ay = (wj,wy) = 1 0] eR¥>*2?und b= |by | € R®
-5 9 b3
-2 8| b 1 0] by
(A B)=( 1 0 by | ~ | 28] b |

59l b ) g g g, )
10 ba 10 by

~ 0 8 bl + 2 b2 ~ 0 8 bl + 2 b2 3
0 9| by+5b, ) WETN 0 0 by+LLby—20,

damit ist das lineare Gleichungssystem A, -z = b genau dann l6sbar, der Vektor
b also genau dann Linearkombination von vy, vy, v3, wenn

11 9
b3+zb2_§b1:0 bzw. 9b1—22b2—8b3:0

gilt, weswegen sich
<U)1,’lU2> = {b S R3 | 9b1 - 22b2 —8b3 = 0}
ergibt. Insgesamt erhélt man also

<'U1,UQ,U3> = {b € R3 | 9by —22by — 8b3 = 0} = <w1,w2>.

28. Es ist U = (v1, vg, v3,v4) C R? der kleinste Untervektorraum von R*, der die vier
Vektoren

—1
-2
0

-1 -2 1

v = € R4.

O = O =
|
[—

N — W

enthilt; dabei ist ein Vektor b € R* genau dann in U, also Linearkombination
von vy, Ug, U3, U4, wenn das lineare Gleichungssystem A - x = b mit der Koeffizi-
entenmatrix A = (v1, vg, v3,v4) € R4 lésbar ist. Wegen

1 1 3 —-1|bh 1 1 3 -1 b1
B 0 -1 1 —=2]|by 0o -1 1 =2 by
(Al = 11 2 0 by |malo 0 =1 1 |by—b
0 -1 =2 1 |b 0 -1 -2 1 by
1 1 3 -1 by
- 0o -1 1 =2 bo
IV-II 0 0 -1 1 |bs—10b
0 0 =3 3 |by—0bo
1 1 3 -1 by
0o -1 1 =2 by
AN
IV—3III 0O 0 -1 1 by — by
0

0 0 0 |by—by—3(by—b)



ist also
U={beR"|3b;—by—3bs+by=0};

damit gilt:
a) Wegen3-1—0—3-0+0=3¢ 0 ist etwa e; # U; damit gilt U C R*.

b) Der Unterraum U C R* besteht genau aus denjenigen Vektoren b € R?
deren Koeffizienten der linearen Gleichung 3 b; — by — 3 b3 + by = 0 geniigen.



