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21. a) Es ist

det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 t 0 0
−t 1 0 0
0 t 1 0
0 0 t 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
4. Spalte

1 ·

∣∣∣∣∣∣
1 t 0
−t 1 0
0 t 1

∣∣∣∣∣∣ =
3. Spalte

1 ·
∣∣∣∣ 1 t
−t 1

∣∣∣∣ = 1 + t2.

Für alle t ∈ R ist det(A) = 1 + t2 ≥ 1, insbesondere also det(A) 6= 0, und
damit A invertierbar.

b) Es ist

Ã =


+ det(A′11) − det(A′21) + det(A′31) − det(A′41)
− det(A′12) + det(A′22) − det(A′32) + det(A′42)
+ det(A′13) − det(A′23) + det(A′33) − det(A′43)
− det(A′14) + det(A′24) − det(A′34) + det(A′44)

 =

=


1 −t 0 0
t 1 0 0
−t2 −t 1 + t2 0
t3 t2 −t (1 + t2) 1 + t2

 .

c) Da die Koeffizientenmatrix A des linearen Gleichungssytems A · x = b in-
vertierbar ist, besitzt dieses genau eine Lösung, nämlich x = A−1 · b. Es
ist

A−1 =
1

det(A)
· Ã =

1

1 + t2
·


1 −t 0 0
t 1 0 0
−t2 −t 1 + t2 0
t3 t2 −t (1 + t2) 1 + t2


und damit

x = A−1 ·b =
1

1 + t2
·


1 −t 0 0
t 1 0 0
−t2 −t 1 + t2 0
t3 t2 −t (1 + t2) 1 + t2

 ·


0
1 + t2

0
1− t2

 =


−t
1
−t
1

 .



Mit Hilfe der Cramerschen Regel erhält man für die Komponenten von x

x1 =
1

1 + t2
·

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 t 0 0

1 + t2 1 0 0
0 t 1 0

1− t2 0 t 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
4. Spalte

1

1 + t2
· 1 ·

∣∣∣∣∣∣
0 t 0

1 + t2 1 0
0 t 1

∣∣∣∣∣∣ =
3. Spalte

1

1 + t2
· 1 ·

∣∣∣∣ 0 t
1 + t2 1

∣∣∣∣ =
1

1 + t2
· (−t (1 + t2)) = −t,

x2 =
1

1 + t2
·

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
−t 1 + t2 0 0
0 0 1 0
0 1− t2 t 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
Dreiecks–

=
matrix

1

1 + t2
· (1 · (1 + t2) · 1 · 1) = 1,

x3 =
1

1 + t2
·

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 t 0 0
−t 1 1 + t2 0
0 t 0 0
0 0 1− t2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
4. Spalte

=
1

1 + t2
·

∣∣∣∣∣∣
1 t 0
−t 1 1 + t2

0 t 0

∣∣∣∣∣∣ 3. Spalte=

1

1 + t2
· (−1) · (1 + t2) ·

∣∣∣∣1 t
0 t

∣∣∣∣ = −t,

x4 =
1

1 + t2
·

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 t 0 0
−t 1 0 1 + t2

0 t 1 0
0 0 t 1− t2

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

3. Spalte

1

1 + t2
·

1 ·

∣∣∣∣∣∣
1 t 0
−t 1 1 + t2

0 0 1− t2

∣∣∣∣∣∣− t ·
∣∣∣∣∣∣

1 t 0
−t 1 1 + t2

0 t 0

∣∣∣∣∣∣


=
3. Zeile

1

1 + t2
·
[
(1− t2) ·

∣∣∣∣ 1 t
−t 1

∣∣∣∣− t · (−1) t ·
∣∣∣∣ 1 0
−t 1 + t2

∣∣∣∣]
=

1

1 + t2
·
[
(1− t2) (1 + t2) + t2 (1 + t2)

]
= (1− t2) + t2 = 1.

22. Wir halten zunächst fest, daß eine Matrix B = (bij)i,j ∈ Rn×n, deren Koeffizienten
bij ganze Zahlen sind, wegen

det(B) =
∑
σ∈Sn

sign(σ) b1σ(1) · . . . · bnσ(n)

auch eine ganzzahlige Determinante det(B) besitzt.

Für
”
a) =⇒ b)“ sei A invertierbar, und alle Koeffizienten von A−1 seien ganze

Zahlen; damit sind nach obiger Bemerkung die Determinanten

det(A) und det(A−1)



ganze Zahlen. Aus A ·A−1 = En folgt mit dem Determinantenmultiplikationssatz

det(A) · det(A−1) = det(En) = 1,

woraus dann det(A) = ±1 folgt.

Für
”
b) =⇒ a)“ sei det(A) = ±1; wegen det(A) 6= 0 ist damit A invertierbar. Da

die Koeffizienten von A ganze Zahlen sind, so sind auch die Koeffizienten aller
Streichungsmatrizen A′ji ganze Zahlen und nach obiger Bemerkung auch deren
Determinanten det(A′ji). Damit sind aber die Koeffizienten

ãij = (−1)i+j det(A′ji)

für alle i, j ∈ {1, . . . , n} der komplementären Matrix Ã von A ganze Zahlen,
woraus aufgrund von

A−1 =
1

det(A)
· Ã = ±Ã

folgt, daß alle Koeffizienten von A−1 wieder ganze Zahlen sind.

23. a) Es ist
λ · u = λ · ((u− v) + v) = λ · (u− v) + λ · v,

also λ · (u− v) = λ · u− λ · v, sowie

λ · v = ((λ− µ) + µ) · v = (λ− µ) · v + µ · v,

also (λ− µ) · v = λ · v − µ · v.

b) Es ist
λ · 0V = λ · (0V + 0V ) = λ · 0V + λ · 0V ,

nach Subtraktion von λ · 0V auf beiden Seiten also 0V = λ · 0V , sowie

0 · v = (0 + 0) · v = 0 · v + 0 · v,

nach Subtraktion von 0 · v auf beiden Seiten also 0V = 0 · v.

c) Es ist

(−λ) · v = (0− λ) · v = 0 · v − λ · v = 0V − λ · v = −λ · v

und

λ · (−v) = λ · (0V − v) = λ · 0V − λ · v = 0V − λ · v = −λ · v.

d) Gemäß b) ist nur noch
”
=⇒“ zu zeigen. Ist λ = 0, so ist man fertig; ist

λ 6= 0, so gilt

0V = λ−1 · 0V = λ−1 · (λ · v) = (λ−1 · λ) · v = 1 · v = v.



24. a) Wegen 0 ∈ U1 ist U1 6= ∅. Seien x =

x1x2
x3

 und y =

y1y2
y3

 ∈ U1 sowie λ ∈ R;

damit gilt x1 + x2 + x3 = 0 und y1 + y2 + y3 = 0. Für x + y =

x1 + y1
x2 + y2
x3 + y3


erhält man

(x1 + y1) + (x2 + y2) + (x3 + y3) =

= (x1 + x2 + x3) + (y1 + y2 + y3) = 0 + 0 = 0,

also x+ y ∈ U1, sowie für λ · x =

λx1λx2
λx3


λx1 + λx2 + λx3 = λ (x1 + x2 + x3) = λ · 0 = 0,

also λ ·x ∈ U1. Folglich ist nach dem Unterraumkriterium U1 ein Unterraum
von R3.

b) Es ist x =

1
1
1

 ∈ U2 und λ = 1
2
∈ R, aber λ · x =

1
2
1
2
1
2

 /∈ U2. Damit ist U2

kein Unterraum von R3.

c) Wegen 0 ∈ U3 ist U3 6= ∅. Seien x =

x1x2
x3

, y =

y1y2
y3

 ∈ U3 und λ ∈ R;

damit gilt x1 + 2x2 = 3 x3 und y1 + 2 y2 = 3 y3. Für x + y =

x1 + y1
x2 + y2
x3 + y3


erhält man

(x1 + y1) + 2 (x2 + y2) = x1 + y1 + 2x2 + 2 y2 =

= (x1 + 2x2) + (y1 + 2 y2) = 3 x3 + 3 y3 = 3 (x3 + y3),

also x+ y ∈ U3, sowie für λ · x =

λx1λx2
λx3


λx1 + 2 (λx2) = λx1 + 2λx2 = λ (x1 + 2x2) = λ (3x3) = 3 (λx3),

also λ · x ∈ U3. Folglich ist nach dem Unterraumkriterium ist U3 ein Unter-
raum von R3.

d) Es ist x =

0
1
0

 ∈ U4 und y =

0
0
1

 ∈ U4, aber x+ y =

0
1
1

 /∈ U4. Damit

ist U4 kein Unterraum von R3.


