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Fiir alle ¢t € R ist det(A) = 1+ t*> > 1, insbesondere also det(A) # 0, und
damit A invertierbar.
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c) Da die Koeffizientenmatrix A des linearen Gleichungssytems A - x = b in-
vertierbar ist, besitzt dieses genau eine Losung, ndmlich z = A~! - b. Es
ist
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Mit Hilfe der Cramerschen Regel erhilt man fiir die Komponenten von x
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22. Wir halten zunéchst fest, dafl eine Matrix B = (b;;);; € R"*", deren Koeffizienten

b;; ganze Zahlen sind, wegen

det(B) = sign(o) bioq) - - .-

oESy

auch eine ganzzahlige Determinante

Fiir ,a) = b)“ sei A invertierbar,

’ bna(n)

det(B) besitzt.

und alle Koeffizienten von A~! seien ganze

Zahlen; damit sind nach obiger Bemerkung die Determinanten

det(A)

und det(A™)
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ganze Zahlen. Aus A- A~! = E, folgt mit dem Determinantenmultiplikationssatz
det(A) - det(A™) = det(E,) = 1,

woraus dann det(A) = 1 folgt.

Fiir ,b) = a)* sei det(A) = +1; wegen det(A) # 0 ist damit A invertierbar. Da
die Koeffizienten von A ganze Zahlen sind, so sind auch die Koeffizienten aller
Streichungsmatrizen A%, ganze Zahlen und nach obiger Bemerkung auch deren
Determinanten det(A’;). Damit sind aber die Koeffizienten

Ziij = (-1)i+j det(Aél)

fir alle 4, j € {1,...,n} der komplementéiren Matrix A von A ganze Zahlen,
woraus aufgrund von
1 ~ ~
= CA=4A
det(A)

folgt, daB alle Koeffizienten von A~! wieder ganze Zahlen sind.

a) Esist
AMu=XA(u—v)+v)=A-(u—v)+ A0,

also A+ (u—v) =X -u— X v, sowie
Av=(A=p)+p - v=A-p) - -v+p-v,

also A—p)-v=X-v—p-v.

b) Es ist
A-OV:)\'(Ov—l-Ov):)\-Ov+)\'0‘/,

nach Subtraktion von A - 0y auf beiden Seiten also 0y = A - 0y, sowie
0-v=(04+0)-v=0-v+0-0,

nach Subtraktion von 0 - v auf beiden Seiten also 0y, =0 - v.

c) Esist
(=) v=0=XN)-v=0v=—Xv=0—A-v==\v
und
A(=v)=A- Oy —0v)=A-0p —A-v=0p—A-v=—A\-0.

d) GeméB b) ist nur noch ,=—* zu zeigen. Ist A = 0, so ist man fertig; ist
A # 0, so gilt

Oy =21 0p=A"1-N-v)=(A" N v=1-v=n0.
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a)

I hn
Wegen 0 € Uy ist Uy # 0. Seienz = | 25 | undy = [ y2 | € Uy sowie A € R;

T3 Ys
T+
damit gilt x1 + 2o+ 23 =0und y1 +y2 +y3 =0. Firx +y = | 22 + v
T3+ Y3

erhalt man
(1 4+ 1) + (2 + 1) + (23 +y3) =
=@ +a2+23)+ (W +y2+ys) =0+0=0,

)\Il
also xr +y € Uy, sowie fiir \-x = | Ay
)\1‘3

)\l‘1+)\$2+/\$3:)\<$1+I2+l’3>:)\'OZO,

also A-x € U;. Folglich ist nach dem Unterraumkriterium U; ein Unterraum
von R3.

1 1
Esistz= 1] € Uyund A\ = % € R, aber \-z = ; ¢ Usy. Damit ist U
1 2
kein Unterraum von R3.
Ty n
Wegen 0 € Ug ist Us # 0. Seien x = | xo |,y = |y2 | € U3 und X € R;
T3 Ys
1+
damit gilt x1 + 229 = 323 und y; + 2y, = 3ys. Firx +y = | 22 + v
T3+ Y3

erhalt man
(w1 +31) +2(@2+ 1) =01+ 91 + 2224+ 2y =
= (.CEl +2$2)+ (yl +2y2) = 33:3+3y3 = 3(3:3+y3),

)\1’1
also x + y € Us, sowie fir A-x = [ Az
)\333

/\ZL’l —|—2()\IL'2) = )\l‘l —|—2)\£L'2 = )\(1‘1 +2:L’2) = )\(3ZL’3) = 3()\1’3),

also A\ -z € Us. Folglich ist nach dem Unterraumkriterium ist Us ein Unter-
raum von R3.

0 0 0
Esistze= 1] €Uyundy= (0| € Uy, aber x +y = | 1| ¢ Uy. Damit
0 1 1

ist Uy kein Unterraum von R3.



