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— Lo6sungsvorschlag —
49. a) Esist
1 1 =2 1 1 =2 11 =2
A -2 4 -4 421 0 6 =8 |03 —4|_ o
14 -2 0 |m-avear |0 —6 8 | |0 O O |
2 2 —4 0 0 0 00 O
Damit ist Rang(A) = 2 sowie
2 2
Kern(f) = Al IAER)=R-u mit u= (4
A 3
b) Esist
U — <U’17 Usg, U3>
= {)\1/&1 + )\2’&2 + )\3163 ’ )\1, )\2, )\3 € R}
und damit wegen der Linearitdt von f
FU) = {Af(ur) + Xaf(uz) + Asf(uz) | A1, A2, Az € R}
= <f<u1)7 f(u2)7 f(U3>>
mit
1 1 =2 1 -9 1
-2 4 —4 —18 2
flw)=d-m=1 4 5 ¢ | 2 = o |79 00
2 2 —4 —18 2
1 1 =2 3 -9 1
-2 4 —4 —18 2
2 2 —4 —18 2
1 1 =2 5 —27 1
-2 4 —4 —54 2
2 2 —4 —54 2



damit erhalt man

() =R

O N =

2

Alternativ kann man auch wie folgt schlieBen: Es ist U = (uy, ug, us) mit

1 3 5
up= 12|, u=16 und usz = | 10
6 9 21

Wegen uz = 2 - uy + us gilt sogar

U = (u1, uz) und damit FU) = (f(w), fu2)).

Ferner ist uy = uy + u mit u € Kern(f) und folglich

fug) = f(ur) + f(u) = f(ua),
womit sich f(U) = (f(u;)) ergibt. SchlieBlich erhélt man wegen

-9
) =A-w=| 0| =(-9)-

—18

dann f(U)=R-

O N
O N =

Da der Spaltenraum von A’ von den ersten beiden Spalten von A’ erzeugt
wird, erzeugen auch die ersten beiden Spalten

1 1
$1 = _42 und Sy = _42
2 2

von A den Spaltenraum von A, also Bild(f). Wegen

1 1 0
(51,8 | €3) = -2 4 0 421
’ 4 -2 11 IT1—41, TV—2I
2 2 0
1 1 0 1110
— 0 6 0 - 0 6 |0
0 —6 |1 m+a | 0 0 |1
0 O 0 0 010

ist der Vektor b = e4 keine Linearkombination von s; und ss, liegt folglich
auch nicht in Bild(f).



50. a) Fiir B = (v1, v9,v3) € R¥3 gilt

100100 100 1 00
BlE)=|210]010|"[010]-210] ~
3211001/ \o21]-301/)"™
100l 1 0 0
~(010] -2 1 0|=(EB"),
001 1 -2 1

damit ist B invertierbar, insbesondere also vy, vo, v3 eine Basis von R3. Fiir
C = (w1, ws) gilt

det(C) = '1 1‘

21

damit ist C invertierbar mit

1 1 -1 -1 1
-1_ _ .
© =0 (—2 1) (2 —1)’
insbesondere ist wy, wy eine Basis von R2. Fiir die darstellende Matrix M
von £4, : R3 — R? beziiglich dieser beiden Basen gilt demnach

g (-1 1Y (02 -1\
M=c AlB_(z —1) (31—1)
(-1 1Y (1 0 (1 -1 0
“\2 -1)\2 -1 -1)"\o 1 -1}

b) Da vy, v, v3 eine Basis von R? ist, gibt es (gem#f dem Prinzip der linearen

Fortsetzung) fiir jede Vorgabe von Vektoren w;, wsy, ws in R? genau eine
lineare Abbildung

1 00
21 0] =
3 21
—1

f:R® — R? mit f(v1) =wy, f(vg) =ws und f(vs) = ws.
Mit C" = (wy, wa, w3) € R?*3 gilt dann fiir die Matrix Ay € R¥3 mit f = (4,
Ay-or = f(n) =wi, Ap-vp = f(va) =wy und As-vs = fug) = wy
und damit
Ay B = (Ay-v1, Ay - 09, Ay - v3) = (w1, ws, ws) = C’,

also



c) GeméB a) ist w;, wy eine Basis von R?; demnach gibt es eine (eindeutig
bestimmte) lineare Abbildung

g:R* > R? mit g(w)) =0 und g(wy) = vy;

damit ist
R - w; C Kern(g) und  R-wv; C Bild(g),

und mit der Dimensionsformel
dim Kern(g) + dim Bild(g) =
erhdlt man schon
Kern(g) = Ruy und Bild(g) = R;.
Mit B’ = (0,v;) € R¥*? ergibt sich fiir die Matrix A3 € R**? mit g = (4,

A3 W = g(wl) =0 und A3 cWo = g(wQ) =V

und damit
Ag'C:(Ag'wl,Ag'wg):([),Ul):B/,
also
01 1 2 —1
As=DB-C'=(0 2 -(2 1): 4 —2
0 3 B 6 —3

a) Fir alle p, ¢ € Pol3(R) gilt

flp+q) P+q) —(X+1)-(p+9)"
= (P +d)-(X+1)- (p”+<J")
= +d)—(X+1)p"+(X+1)-¢")
= (P =-X+1)p)+ (- (X+1)-¢")
= f(p)+ f(9);
damit ist f additiv; ferner gilt fur alle p € Pol3(R) und A € R
fA-p) = Ap)=(X+1)-(A-p)
= AP = (X+1)-(A-p)
= A= (X+1)-p"
= A f(p)
damit ist f auch homogen, insgesamt also linear.
b) Wegen
fQ) = 0—(X+1)-0 = 01+ 0-X+ 0-X?
f(X) = I-(X+1)-0 = -1+ 0-X+ 0-X2
FIX?) = 2X—(X+1)-2 = (=2)-1+ 0-X+ 0-X2
FIX?) = 3X2—(X+1)-6X =  0-1+(=6)-X +(—3)- X2



52.

a)

01 =2 0
M=(00 0 —6]|¢ecRrR¥>*
00 0 -3

die darstellende Matrix von f beziiglich der Basen 1, X, X2, X3 von Pol3(R)
und 1, X, X2 von Poly(R).

Wegen
01 -2 0 01 -2 0 01 -2 0
M=\|0 0 0 -— s 00 0 1 ~s 00 0 1
00 0 =3/ sT\oo o -3/ oo 0 o0
ist
1 0
U = 8 und Uy = ? e R*
0 0
eine Basis von Kern (¢,;) sowie
1 0
so =10 und ss=|—-6| eR3
0 -3
eine Basis von Bild (¢);); damit ist
1-140-X4+0-X24+0-X3 = 1,
0-142-X+1-X°+0-X° = 2X +X?
eine Basis von Kern(f) C Pol3(R) sowie
1-140-X4+0-X? = 1,
0-1-6-X-3-X> = —6X—3X°
eine Basis von Bild(f) C Poly(R).
Fiir die gegebene Abbildungsmatrix gilt
1 1 1 5 1 1 1 ) 1115
A=10 1 2 3 ~ 0 1 2 3 ~ 012 3
3 -1 =5 3/ "0 -4 -8 —12/ "o 00 0

und damit » = Rang(A) = 2; folglich erhélt man
dimKern(f) =4 —r =2 und dim Bild(f) =r = 2.

Genauer gilt:



e U = Kern(f) stimmt mit dem Losungsraum des homogenen linearen
Gleichungssystems A - x = 0 mit den beiden freien Variablen x3 und x4
iiberein; folglich ist

1 —2
-2 -3
Uy = 1 , U2 = 0
0 1

eine Basis von U.

e W = Bild(f) stimmt mit dem Spaltenraum der Matrix A {iberein; da
21 und z9 die beiden gebundenen Variablen sind, ist

1
, W9 = 1
—1

w, =

w O =

eine Basis von W.

b) Mit by = e; und by = ey sowie by = uy und by = uy ist by, by, b3, by wegen

1 -2
—2  —3| Dreiecks-

det(by, by, b3, by) = 0| matrix 1#0

0
1
0 1

0 0 1

o O O =

eine Basis von R*, und mit ¢; = wy, ¢ = ws und w3 = e3 ist ¢1, ca, ¢35 wegen

L 10 Lapl 11
det(ci,co,c3) =10 1 0 Saspza:: 0 1‘ =1#0
3 —1 177
eine Basis von R3. Wegen
fbr) = Aeg = wy = 1-¢4 + 0-ca + 0-¢3
f(bZ) = Aea = wy = 00 + 1-co + 0-¢3
flbs) = A-uy = 0 = 0-¢4 + 0-ca + 0-¢3
flby) = Aug = 0 = 0-¢4 + 0-ca + 0-¢3
besitzt die darstellende Matrix von f beziiglich dieser beiden Basen die
Gestalt
1 000
M=[0 10 0] eR>.
0000



