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41. a) Wir betrachten fiir das durch die beiden Parameter a, b € R gegebene lineare

Gleichungssystem
r, + (Q—b)ZEQ — 2!133 = 1-0b
Tg — 223 4+ x4 = a-—1
2x1 — 2bxy + 3 — x4 = 3—a—2b
die zugehorige erweiterte Koeffizientenmatrix und erhalten
1 2-b =2 0 1-0b
0 1 -2 1 a—1 ~

9 —9% 1 —1| 3—a—2b )

1 2-b -2 0] 1—b
~ 0 1 -2 1 a—1 ~s
O _4 5 _1 1 —a I11+4+4-11
1 2-b -2 0] 1-0b
wlo0o 1 —21| a-1 s
0 0 -3 3| 3a—3) (-5)m

1 2—-b =2
~1 0 1 =2 1 a—1
0 0 1 =1 1—-a
Damit ist das lineare Gleichungssystem l6sbar, und besitzt in x4 genau eine
freie Variable; folglich ist die Losungsmenge L eine Gerade. Fiir eine par-
tikuldre Losung x, des inhomogenen Gleichungssystems (also einen Tréger-
punkt von L) ergibt sich fiir x4 = a dann
e r3—xy=1—a,alsoxg=(1—a)+z4=1,
e 1y —213+xy=a—1,alsoxy=(a—1)+2x3 — x4 =1,
e 1+ (2—b)xg—2z3=1—-byalsor; =(1—-0)—(2—0)zy+ 223 =1,

insgesamt damit

l'p:

Q = = =

fiir einen Basisvektor u des Losungsraums des homogenen Gleichungssy-
stems (also einen Richtungsvektor von L) ergibt sich fiir 2, = 1 dann



o 13— x4 =0,also x3 =124 =1,
e 1y — 213+ x4=0, also 19 =223 — 14 = 1,
e 11+ (2—b)zy—2x3=0,also 1 =—(2—=b)zy+2x3 =,

insgesamt damit

b
|1
“T
1
Folglich erh&lt man
1 b
1 1
L=x,+R-u= 1 +A- 1 | eR
a 1
b) Der Punkt
1 b 1+ XD
|1 Il | 1+A
TEL T[T iea [ ST
a 1 a+ A
fiir ein A € R liegt genau dann in der Hyperebene H des R* mit der Glei-
chung
l‘1+$2+l‘3+$4:0,
wenn
(1+A0)+(1+XN)+ 1+ XN+ (a+)N) =0,
also

(b+3)A+(3+a)=0  bzw. (x) (b+3)A=—-(3+a)

gilt; dies motiviert die folgende Fallunterscheidung:

e Fiir b # —3 besitzt (%) genau eine Losung, ndmlich A = —:Zi—g; folglich
ist L N H ein Punkt.

e Fiir b = —3 besitzt () die Gestalt 0 = —(3 + a) und damit
— fiir a # —3 keine Losung, weswegen dann L N H leer ist, sowie
— fiir a = —3 die Losungsmenge R, weswegen dann L C H gilt.

42. Fiir a, b € R betrachten wir die Matrix

Ax4
e R¥%:

N o R
[pl R SIS
SR oo
QL o



zur Bestimmung von r = Rang(A) und damit der Dimension des Unterraums
U={zeR| A x =0} iiber die Bezichung dimU = 4 — r treffen wir im
Hinblick auf

a b b b a b b b
~|boa b b -1 b—a a—b 0 0 Spalten
det(A) = b b a blu-Liv-1|b—a 0 a—>b 0 | (141041 +1v
b b b a b—a 0 0 a—2>b

a+3b b b

b
0 a—>b 0 0 Dreiecks-
0 0 a—b 0 = (a+3b)(a—b)3

matrix
0 0 0 a—0
die folgende Fallunterscheidung:

e Fiir a # —3b und a # b ergibt sich det(A) # 0; damit ist die Matrix A
invertierbar und besitzt den vollen Rang r = 4.

e Fiira = —30b ist

—-3b b b b
b -3b b b
A=l b 3 b |
b b b —3b
b b b —=3b b b b —=3b
- b —-3b b b -1 0 —4b6 0 4b -
b b —-3b b m-r,ivest |0 0 —4b 4b | v
-3b b b b 0 4b 4b —-8b
b b b —-3b b b b —3b
. 0 —4b 0 4b - 0 —4b 0 4b
0O 0 —4b 4b |y |0 0 —4b 4b |’
0 0 4b —4b 0 0 0 0
und fiir den Rang ergibt sich damit
3, falls b +#0,
T =
0, fallsb=0.
e Fira=2>ist
b bbb b b b b
A b bbb 11 0000
|6 b b b]luwLivai |0 0O 0 0]
b bbb 00 0O

und fiir den Rang ergibt sich damit

1, falls b #0,
T =
0, fallsb=0.



Zusammenfassend erhalten wir

falls a = b =0,

falls a = b # 0,

falls a = —3b # 0,

, fallsa # bund a # —3b,

r = Rang(A) =

=~ w = O

und damit

falls a = b =0,

, fallsa=104#0,

, fallsa=—-3b#0,

, fallsa# bund a # —3b.

dim(U) =4—r=

= R

43. Fiir eine Matrix M = (s1,...,8,) € R™"™ mit den n Spalten si,...,s, € R”
bezeichne

SM:<81,...,Sn> ng

den von sq,...,s, € R™ erzeugte Spaltenraum von M, und damit ist

a)

Rang(M) = dim(Sy).
Fir die Matrizen A = (a4, ...,a,) € R™™ und B = (by,...,b,) € R™™ ist
A+ B=(a;+0by,...,a, +b,) € R”™"
und wegen

SA+B = (a1+bl,...,an—|—bn>
(@1, ... an,b1,...,bp)
= <a1,...7an>+<b1,...,bn>:SA+SB

N

ergibt sich mit der Dimensionsformel fiir Unterrdume

Rang(A + B) = dim(Sa1p) < dim(S4 + Sp) =
< dim(S4) + dim(Sg) = Rang(A) + Rang(B).
Fiir die Matrizen A = (a4, ...,a,) € R™"™ und B = (by,...,b,) € R™P ist
AB=A-(by,...,b,) =(A-by,...,A-b,) € R™*P
und wegen

A1
Ax=M-a1+... 4\, a, furalle z=1]: | €R"
An



ist
Sap=(A-by,....,A-b,) C{ar,...,an) =54
und damit
Rang(A B) = dim(S4 p) < dim(S4) = Rang(A);
entsprechend erhélt man
Rang(A B) = Rang ((AB)") = Rang (B'A") < Rang (B') = Rang(B),
zusammen also
Rang(A B) < min {Rang(A), Rang(B)}.
44. Die gegebene Abbildung
f: Pol3(R) = Poly(R), a3X?®+ asX? 4+ a1 X +ag > 3asX? +2axX + ay,
ordnet jedem Polynom
v =a3X? + a; X? + a; X + ag € Pols(R)
mit Grad(v) < 3 das ,,abgeleitete* Polynom
f(v) =3a3X* +2a,X + a; € Poly(R)

mit Grad(f(v)) < 2 zu; die Abbildung f kann demnach als ,, Ableitung von Po-
lynomen* interpretiert werden.

a) Fiir alle
v1 = asX® + 4 X? + a1 X +ag, vy = b3 X® + by X% + b1 X + by € Polg(R)
gilt
v1 + vy = (az + b3) X® + (az + by) X2 + (a3 + b1) X + (ao + bo)
und damit
f(v1+v2) =3(az +b3) X* +2(ag + b)) X + (a1 +by) =
= (3asX* + 20X + a1) + (303X% + 20X + by) = f(v1) + f(v2);
damit ist f additiv. Fiir alle
v=0a3X>+a;X* +a;X +ap € Pol3(R) und AeR
gilt
Aov=(Nag) X3+ (Nag) X2+ (Nay) X + (M ag)
und damit
fO-v)=30a3) X2 +2(Nag) X + (Aay) =
=\ (3a3X2 +2a2X+a1) =\ f(v);

damit ist f homogen. Folglich ist f eine lineare Abbildung.



Fiir
v =X+ X2+ X+1 und vy =X?+ X?>+ X +2 € Pol3(R)

gilt
vy # Uy und fo1) =3X2+2X + 1= f(n);
damit ist f nicht injektiv. Fiir jedes

w = b2X2 + le + b() c POIQ(R)

gibt es
b b
v= §2X3+§1X2+b0X e Pols(R)
mit b b
f(v):3-§2X2+2-%X+b0:b2X2+b1X+bO:w;

damit ist f surjektiv.



