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37. a) Eine Matrix M € R™*" (hier fiir n = 3) ist genau dann invertierbar, wenn
fiir ihre Determinante det(M) # 0 gilt. Wegen
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fiir alle s € R ist
e die Matrix A genau dann invertierbar, wenn s € R\ {—1, 1} gilt, sowie
e die Matrix B genau dann invertierbar, wenn s € R\ {—1,0, 1} gilt.

b) Fiir s € R\ {—1,0,1} sind gemif a) die beiden Matrizen A und B inver-
tierbar; folglich ist auch ihr Matrixprodukt A - B invertierbar und besitzt
damit vollen Rang. In diesem Fall ist also Rang(A - B) = 3, und fiir die
verbleibenden Félle ergibt sich:
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und damit Rang(A - B) = 1.



e Fiir s =0 ist

110 0 0 -1
A-B=(010}|-{0 -1 0 | =
001 0 0 0
0 1 0 -1 -1 01 1
0 ~ [0 0 1 ~ 10 0 1
o 0o o) \o 0 0
und damit Rang(A - B) = 2.
e Fiir s =1 ist
1 1 1 -1 1 -1 0 00
A-B=1000)]-1 0 -1 1 ]=(000
1 1 1 1 0 0 0 00

und damit Rang(A - B) = 0.

38. Wir treffen hinsichtlich r € {0, 1,2, 3} die folgende Fallunterscheidung:

e Im Fall » = 0 sind die Eintrédge der beiden Matrizen A und B alle Null, also

auch die Eintrdge ihres Produktes A - B und es gilt Rang(A - B) =0 = r;
damit ist in diesem Fall die gegebene Beziehung giiltig.

Im Fall » = 1 ist die Beziehung nicht giiltig; wir wéhlen als Gegenbeispiel
die beiden Matrizen

A= und B =
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mit Rang(A) = Rang(B) = r = 1. Fiir das Produkt A - B ergibt sich die
Nullmatrix mit Rang(A-B) =0# 1 =r.

Im Fall » = 2 ist die Beziehung nicht giiltig; wir wahlen als Gegenbeispiel
die beiden Matrizen

1 00 0 00
A=10 1 0 und B=1010
0 00 0 01
mit Rang(A) = Rang(B) = r = 2. Fiir das Produkt ergibt sich
1 00 0 00 0 00
A-B=10 1 0]-10 1 0)=(0 10
0 00 0 01 0 00

mit Rang(A-B)=1#2=r.

Im Fall » = 3 besitzen die beiden Matrizen A und B vollen Rang und
sind damit invertierbar; folglich ist auch ihr Produkt A - B invertierbar und
besitzt damit ebenfalls den vollen Rang r» = 3. Damit ist in diesem Fall die
gegebene Beziehung giiltig.
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a) Fiir das gegebene homogene lineare Gleichungssystem
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betrachten wir die zugehorige erweiterte Koeffizientenmatrix und erhalten
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Da es genau zwei freie Unbestimmte, namlich x3 und x5, gibt, besitzt der
Losungsraum Ly des homogenen linearen Gleichungssystems die Dimension
dim Ly = 2. Eine Basis uq, us von Lg 148t sich etwa dadurch bestimmen, daf3
man fiir u; zum einen x3 = 1 und z5 = 0 und fiir uy zum anderen z3 = 0
und x5 = 1 wihlt; dadurch ergibt sich

-2 -2
1 3
u =11 und upy =1 0
0 -2
0 1

b) Fiir das gegebene inhomogene lineare Gleichungssystem

221 + 929 — dx3 + 1224 + x5 = 3
r1 + 4dz9 — 223 4+  Hay =0
To — r3 + 21‘4 + x5 = 3

1y + 51’2 — 3373 + 61‘4 — Xy = 3



ist der Vektor x € R mit 7 = —12, 25 = 3 und 23 = 24 = x5 = 0 wegen

2.(-12) + 9:3 — 5.0 + 12:0 + 0 = —24 + 27 =3
(—12) + 43 — 2.0 + 5-0 = 12 4+ 12 =0

3 — 0+ 20+ 0 = 3 =3
(-12) + 5.3 — 3.0 + 6-0 — 0 = —12 + 15 =3

eine spezielle (partikuldre) Losung.

Die Losungsmenge L eines inhomogenen linearen Gleichungssystems setzt
sich additiv aus einer speziellen (partikuldren) Losung dieses Systems und
dem Losungsraum Ly des zugehorigen homogenen linearen Gleichungssy-
stems zusammen; damit ergibt sich hier

—12 —2 -2
3 1 3
L=x+Ly= 0 +R- [ 1 | +R-]1 O
0 0 -2
0 0 1

40. Fiir das gegebene lineare Gleichungssystem A - x = b mit

1 =2 3 8 1
A=1-1 3 a—-3 -—12 und b=10
2 « 6 a? 6
betrachten wir die zugehorige erweiterte Koeffizientenmatrix (A|b); dabei ergibt
sich
1 =2 3 8 1
Ap)=| -1 3 a=-3 —12] 0 | W
5 o 6 &2 | g ) meet
1 -2 3 8 1
wlo0o 1 a -4 |1 o
0 a+4 0 a2—16 | 4 ) "eron
1 0 3+2 0 3
~ | 01 o} —4 1
00 —a(a+4) ala+4) | —«
a) Fir a = —3 ergibt sich ferner
10 =3 0 3
(Ap)~ | 0 1 =3 —4| 1 | &
00 3 _3| 3 mm
1 00 —=3] 6 1 00 —=3] 6
010 =71 4 ~ 010 =7 ,
003 -=3[3/"s\0o01 -1]1



so daf
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L= 14 | eR
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die Losungsmenge des Gleichungssystems darstellt.
b) Wir treffen die folgende Fallunterscheidung:
e Firae R\ {-4,0} gilt —a(a+4) # 0 und damit

Rang(A|b) = 3 = Rang(A);

folglich ist das Gleichungssystem losbar, und fiir die Dimension des
Losungsraums ergibt sich 4 — Rang(A) = 1.

e Fiir a« = —4 ergibt sich

10 -5 013
Ay~ 0 1 —4 4] 1 |;
00 0 0|4

wegen Rang(A|b) = 3 # 2 = Rang(A) ist das Gleichungssystem nicht
16sbar.
e Fiir a = 0 ergibt sich

103 013
010 —4|1]|;
000 010

wegen Rang(A|b) = 2 = Rang(A) ist das Gleichungssystem lésbar, und
fiir die Dimension des Losungsraumes ergibt sich 4 — Rang(A) = 2.



