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33. Wir betrachten das lineare Gleichungssystem B - x = v mit

1 211 3
2 3 31 5
B = (v1,v9,v3,04) = 3 405 1 e Rt und v = 7 e R%.
41 31 1
Wegen
1 21 13 1 2 1 1
(Bv) = 2 33 1]5 1121 0 -1 1 -1 1211
13 4 5 1|7 m-s,vear [0 =2 2 =2 V7T
41 3 1|1 0o -7 -1 -3 —11
1 2 1 1 3 1 2 1
- 0o -1 1 -1|-1 - 0 -1 1 —1 —1
0 0 0 0 0 III<—>iIV 0 0 —2 1 -1
0O 0 -8 4 |4 0O 0 0 O 0

ist das lineare Gleichungssystem B - x = v losbar, also der Vektor v eine Line-
arkombination der Spalten vy, vy, vs, v4 der Matrix B; genauer erhélt man etwa
mit der Losung

-1

die Linearkombination
v = (_1)'U1+1‘U2+1'U3+1'U4 S <U1,U27"U3,’U4> =V.

Der Spaltenraum V' = (vy,v9,v3,v4) € R* der Matrix B = (vy, v, v3,v4) € R4
besitzt ferner die Dimension

dimV = Rang B = 3.



34. Wir betrachten den R-Vektorraum Pol;(R) aller Polynome mit reellen Koeffizi-
enten vom Hochstgrad 3; fiir einen Vektor

as
v=a3X> + a; X+ a; X + ap € Pol3(R) sei p(v) = Zi eR*

Qo

sein Koordinatenvektor beziiglich der Standardbasis X3, X?, X, 1. Damit ergibt
sich fiir das Erzeugendensystem wuy, us, ug von U dann

1 0 0
1 1 0
p<u1) - 0l p<u2) - 1 9 p<U3) - 1
0 0 1

1 0

-1 1

p(wl) = 1 ) p(wQ) = -1
0 1

Fiir v € Vj gilt damit

veUNW <= wve (u,uz,usz) und v € (wy, ws)
< p(v) € (p(wr), p(uz), p(uz)) und p(v) € (p(w1), p(ws))
< ap(ur) + aop(ug) + asp(us) = p(v) = Bip(wy) + Bop(ws)

mit geeigneten Koeffizienten aq, as, as, 81, B2 € R. Dies fiihrt iiber

onp(uy) + agp(ug) + asp(us) + fr(—p(wr)) + Bo(—p(ws)) =0

auf das homogene lineare Gleichungssystem mit der Koeffizientenmatrix

1 00 -1 O
110 1 -1
(p(ur), p(ua), pluz), —=p(wr), —=p(w2)) = [ o 1 1 2y | [
001 0 -1
100 -1 O 100 -1 0 100 -1 0
0102—1W0102—1W0102—1
011 -1 1 m-n {0 01 -3 2 Jwv-mx|0O O 1 -3 2
001 0 -1 001 0 -1 000 3 -3
und damit den Lésungen
(651 A
[6%) -
as | = | A mit A €R.
I A
B2 A



Folglich ist
velUNW «— v:)\w1+)\w2:)\(X3+1) mit A\ € R;
damit ist UNW =R - (X3 + 1), also X3 + 1 eine Basis von U N .

35. a) Wir weisen anhand des Unterraumkriteriums nach, daf§ die Teilmenge
U={AeR¥| A" = A und Spur(4) =0}

ein Unterraum des R—Vektorraums R3*3 ist:

e Wegen 0" = 0 und Spur(0) = 0ist 0 € U.

e Fiir alle A, B € U gilt AT = A und Spur(A4) = 0 sowie B' = B
und Spur(B) = 0. Dann gilt (A+B)" = AT + BT = A+ B und
Spur(A + B) = Spur(A) + Spur(B) =04+ 0=0, also ist A+ B € U.

e Fiiralle A € U und A € R gilt AT = A und Spur(A4) = 0; damit gilt
(A-A)" =X-AT = X-Aund Spur(A-A) = X-Spur(A) = -0 = 0, also
ist \-AeU.

Insgesamt ist damit U ein Unterraum von R3*3,

11 daiz2 A3
b) Fiir eine Matrix A = [ ag a9 ag3 | € R3*3 gilt
a31 daz2 G33

AcU <= A=A" und Spur(4)=0

&= a2 = ag1, Q13 = a31, 23 = a3z und aj; + ax +azs = 0.

Damit besteht U genau aus den Matrizen A der Gestalt

air a2 a3 1 0 O 010
A= 12 922 as3 = a1 00 0 “+aqo - 1 0 0]+
a13 Q3 —a11 — Qoo 00 -1 000
Bl :BQ

3 =By =Bs

damit bilden B;, By, Bs, By, Bs aber ein Erzeugendensystem von U. Fiir
alle /\1, /\2, /\3, /\4, /\5 € R mit )\1'Bl+/\2'B2+/\3'Bg+/\4'B4+/\5'B5 =0

gilt
A1 Ag A3 000
Ao Ay As =10 0 0],
A3 A5 =\ — N\ 000

also Ay = Ay = A3 = Ay = A5 = 0. Damit sind By, Bs, B3, By, By linear
unabhéngig, insgesamt also eine Basis von U. Folglich ist dim(U) = 5. Es



36.

ist Ay = By — By € U und Ay, = —By + Bs € U, fiir alle A\, Ay € R mit
)\1A1+/\2A2:0g11t

Al A A 000
X =X\ 0| =100 0},
0 0 0 000

also Ay = Ay = 0, damit sind A; und A, linear unabhéngig. Wir zeigen nun,
daB die Vektoren A, Ay, Bi, By, Bs linear unabhéngig sind, und damit
wegen dim(U) = 5 schon eine Basis von U sind. Fiir alle A1, Ay, A3, Ay,
)\5€Rmit /\1A1+)\2A2+/\331+/\4BQ+/\5B5:Ogllt

/\1 + )\3 —/\2 + )\4 )\2 000
_)\2 —f- )\4 —/\1 )\5 == O O O y
A2 As — A3 000

also Ay + A3 = =X+ Xy = Ao = =1 = A5 = —A3 = 0, und folglich
)\1 = /\2 = /\3 = )\4 == )\5 = (. Damit sind Al, AQ, Bl, BQ7 B5 Basis von U.

a) Unter wiederholter Anwendung der Dimensionsformel erhalten wir

dim (Ul + U2 + Ug) = dim

= dim

(U + Us) + Us)

Uy + Usy) + dim (Us) — dim (U + Us) N Us)
Uy) 4+ dim (Us) — dim (U; N Uy) +

Us) — dim ((Uy + Uy) N U3)

Uy) + dim (Us) + dim (U;) —

Uy NUs) — dim ((U; + Up) NU3) .

= dim
+ dim

= dim

e N N N N N

dim

b) Wir zeigen fiir alle » > 2 die gewiinschte Beziehung

dim (Uy + ...+ U,) <dim(U;) + ... + dim(U,)

mit Hilfe vollstandiger Induktion.

e r = 2% Nach der Dimensionsformel gilt
dim (Uy + Us) = dim (U )+dim(Uy)—dim (U; N Us) < dim(U; )+dim(Us).

o v — 1+ 1% Esist

dim (Uy + ...+ U,y1) dim (Uy+ ...+ U,) + U,41)
dim (Uy + ...+ U,) + dim (Uy41)

dim (Uy) + ...+ dim (U,) + dim (U, 41) .

IA A

—
*
~

An der Stelle (x) geht die obige Induktionsvoraussetzung ein.



