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25. a) Seien )\17 )\2, )\3 € R mit B = )\1 : Al -+ )\2 . AQ + )\3 : A3. Damit gllt

2 7 10 11 0 —1
(o) (Gl ) o (o)

also
AL+ Ao = 2
Ao — A3 =7
-\ + A3 =1
)\2 = 5
Aus der vierten Gleichung erhélt man Ay = 5, und somit aus der zweiten
Gleichung A3 = —2 sowie aus der ersten Gleichung \; = —3. Man verifiziert
sofort

B=(=3)-A,+5-Ay+(~2) Ay

Dagegen ist C' keine Linearkombination von A, Ay, As; ansonsten gibt es
f1, po, p3 € Rmit C' = pg - Ay + po - Ay + pg - As, und man erhélt

1 -3\ 10y, ESATH 0 —1
4 ¢ ) "M\ o) TH2 g 1) T\ o )0

also
o+ e = 1
pe — p3 = —3
—H + puy = —4
142 = 6

Aus der vierten Gleichung erhélt man ps = 6, und somit aus der zweiten
Gleichung pus = 9 sowie aus der ersten Gleichung p; = —5. In der dritten
Gleichung ergibt sich aber wegen —(—5) + 9 = 14 # —4 ein Widerspruch.

b) Zunéchst kann g keine Linearkombination von fi, fs, f3 sein: ansonsten gibt
€s )\1, )\2, )\3 € R mit g = )\1 . fl -+ )\2 . f2 -+ )\3 . fg, und man erhélt
AXP+5X2 43X -2 = M- (X+ 1D+ (XP+X)+ X (XP+X?)

= X2+ A+ X)) X2+ (A + ) X 4 Ay,



woraus sich durch Koeffizientenvergleich
)\3:4, )\2+)\3:5, )\1+)\2:3, )\1:—2

und damit iiber die beiden ersten Gleichungen A\, = 1 sowie iiber die beiden
letzten Gleichungen Ay = 5, insgesamt also ein Widerspruch ergibt.

Seien nun py, o, p3 € R mit h = py - fi + po - fo + pg - f3. Damit gilt
2XP 43X - X -2 = - (X4+1D)4p (XP+X)+ps- (XP+X?)
= p3 X7+ (po + pg) X2+ (i + p2) X + pua,

woraus sich durch Koeffizientenvergleich

P =2, potpz=3, pi+tp=-1 p=-2

und damit o = 1 ergibt; man verifiziert sofort

h==2-fi+1 - fo+2-f3==2fi+fa+2[s

1 2 3 by
. 1 31 Ax3 ) bs 4
26. Seien A = (v, v9,v3) = 9 4 1| € R**° sowie v = b | € R*. Wegen
3
2 1 2 by
1 2 3| b 1 2 3 by
(Alv) = 1 3 1| by -1 0O 1 -2 by — by
2 4 1| b3 m-z2r,iv—2t | 0 0 =51 b3—2b
2 1 2| by 0 -3 —4| by—2b
1 2 3 b1
. 01 -2 by — by -
w+sir | 0 0O =5 bs — 2b; IV—2II1
0 0 —10 | bg+3by—5by
1 2 3 by
01 -2 by — by
0 0 =5 bs — 2b;
00 O by —2b3+3by — by

ist das lineare Gleichungssystem A -z = v genau dann losbar, der Vektor v also
genau dann Linearkombination von vy, vy, v3, wenn by — 2b3 + 3 by — by = 0 gilt.

Damit ist

wegen

(—2)—2-3+4+3-4—4=0

eine Linearkombination der vy, vy, v3, wahrend

1

N

wegen

4-2.343-2—-1=3+#£0



27.

keine Linearkombination der vy, vq, v3 ist. Zur Ermittlung der Koeffizienten fiir
die Darstellung von u als Linearkombination der vy, vy, v3 betrachten wir das
lineare Gleichungssystem A -z = u: wegen

1 2 3 4 12 3 4
1 31 4 01 =2 0
A =1941] 3 |~|o0o0 5| =5
2 1 2| =2 00 O 0
-3
istx = | 2 € R? die einzige Losung von A - v = u; damit erhélt man die

1
(eindeutig bestimmte) Linearkombination

u=(=3)-v1+2 -v9+1-v3=-=-3v; +2vy + v3.

a) Wegen 0" = 0ist 0 € U, es ist also U # (). Fiir alle A, B € U und A € R ist
(A+B)'=A"+B" = A+ B,
also A+ B € U, und
A-AT=X-AT=)-A4,

also A+ A € U. Damit ist U ein Unterraum von R?*2,

Wegen 07 =0 = —01ist 0 € W, es ist also W # (. Fiir alle A, B € W und
A e Rist

(A+B)'=AT +B" = (-A)+(-B)= —(A+B),
also A+ B € W, und
A-AT=X-AT =X (=4) = -\ A4,

also A - A € W. Damit ist W ein Unterraum von R2?*2,

b) Sei A € UNW; damit gilt AT = A (wegen A € U) und AT = —A (wegen
A€ W) und damit A = —A, also A = 0. Folglich gilt U N W = {0}.

Fiir alle A = (‘CL Z) € R2*2 gilt

a @ bEe 0 b—c

2

Folglich ist U + W = R?*2,

c) Wir setzen

1 0 01 00 0 —1
A1—<O O),AQ—(l O),A3—<O 1) undA4—(1 0)



b

) _[a
Fiir alle A = (c d

) € U gilt b = ¢ und damit

A=a A +b-Ay+d- A € (A1, Ay, As3):

also ist U - <A1,A2,A3>. Wegen A17 Ag, A3 eU gllt <A1,A2,A3> - U,
zusammen also U = (A, As, As).
b

. _[a
Fiir alle A = (c d

)EWgilta:d:()undb:—cunddamit

A=c-Ay € (Ay);
alsoist W C (Ay). Wegen Ay € W gilt (A4) C W, zusammen also W = (Ay).
Ein Vektor z € R? liegt genau dann im Durchschnitt U N W der beiden
Unterrdume U =R -u; + R-upyund W =R - w; + R - wy mit

Uy = , Uz =

—_ O =
_ o O
s
=
o,
g
Il
—_
g
no
I
(@)

wenn er sowohl Linearkombination von wq, us als auch Linearkombination
von wy, wsy ist, wenn es also Koeffizienten A, Ay € R und pq, 2 € R mit

\)xl-u1+)\2-u2:x:yl-w1+u2-w%

-~

~
zeU zeW

gibt; dies fiihrt aber zur Beziehung
At ur + Ag g + g (—wi) + pig - (—ws) =0,
also zum linearen Gleichungssystem

A-2=0 mit A = (uy, ug, —wy, —wy) € R4,

Wegen
10 2 310
(Al0)=10 0 =1 0 [0] ~
11 0 —1lo) ™"
10 2 310 10 2 310
00 -1 010 s 01 -2 —410
01 -2 —40/ "™ \oo -1 0o
erhélt man die Losungen
)\1 -3«
)\2 i 4
M1 0



mit a € R, woraus sich

-3
(=3a) - uy+4a-uy=x=0 w; + a- wsy, also r=af 0 |,
~ J/ _,—/
zelU zeW 1
-3 -3
ergibt. Damit ist UNW =R-| 0 |, weswegen etwa der Vektor v = | 0
1 1

gewahlt werden kann.
Fiir die gegebenen Unterrdume U = R-u; +R-upy und W =R -w; + R - wy
mit

1 0 2 1
uy=10 1], uwu=11 und wy =1 |, wy=1|[1
-2 1 -3 -1
des R3 betrachten wir die Matrizen
1 0 2 1
AU = (U,l,UQ) = 0 1 und AW = (wl,wg) = 1 1 € R?)XQ.
-2 1 -3 -1
Wegen
1 0|H
9 1|b, TI14-21
10 by 10 by
O 1 bg ~ 0 1 bg
0 1]bs+20) """ \0 0]ty —0y+20
fiir alle b € R? ist zum einen
by
U=<[b| €eR¥|2b —by+b3=0,
bs
und wegen
2 1 b1 1 1 b2
(AW | b) - 1 1 bg ~ 2 1 b1 H_“/‘-?I
3 1| b ol | oy by II1+31
1 1 by 1 1 by

~ 0 —1 bl—2b2 ~ 0 —1 b1—2b2
0 2 |bs+3b/) " N0 0 [b3—by+20,

fiir alle b € R3 ist zum anderen
by
W = bg €R3|2b1—b2+63:0 3
bs

folglich stimmen U und W iiberein.



