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21. Wir verwenden das Unterraumkriterium, wonach eine Teilmenge U eines Vektor-
raums V' genau dann ein Untervektorraum (linearer Unterraum) von V' ist, wenn
die folgende drei Bedingungen erfiillt sind:

e Esist U # ; insbesondere mufl Oy € U gelten.
o Fiir alle u, w e U gilt u+w € U.
o Firalleu e U und A e Rgilt A-u e U.

Fiir die gegebenen Teilmengen im Vektorraum V = Pol(R) gilt:
e Die Teilmenge
U, = {fEPol(R) | f=aX*+bX +c mit a,b, CE]R}

aller reellen Polynome f mit Grad(f) < 2 enthélt das Nullpolynom

=0, also f=aX*+bX+c¢c mit a=b=c=0;
ferner gilt fiir alle f und g € U; mit

f=aX*+bX +¢c und g=d X’ +V X+

mit a, b, c € Rund o, ¥/, ¢ € R sowie A € R zum einen

f+g = @X?+bX +¢)+ (d X?+V X +¢)
= (aX?+d X*)+(bX+VX)+ (c+ )
= (a+d)X*+ (D +V) X+ (c+ )

mit a+a, b+, c+ €R, also f + g € Uy, und zum anderen

Af = A (@aX?+bX +¢)
= A (aX?)+X-(0X)+A-c
= Na) X2+ N X+ (-0

mit A-a, A-b, A-c € R, also A+ f € U;. Damit ist U; ein Unterraum von
Pol(R).



e Die Teilmenge
Uy={f€PolR) | f=aX’+bX mit a, beR]}

aller Polynome f mit Grad(f) < 2 und konstantem Glied ¢ = 0 enthilt das
Nullpolynom

f=0, also f=aX*+bX mit a=0b=0;
ferner gilt fiir alle f und g € Us mit
f=aX*+bX und g=d X*+V X
mit a, b € R und ¢, ¥’ € R sowie A € R zum einen
f+g = (@X?+bX)+ (d X*+V X)

= @X’+dX*)+(0X+VX)
= (a+d)X*+(b+V)X

mit a +a’, b+ 0 € R, also f + ¢g € Uy, und zum anderen
Af = XA (aX?+bX)

= XA (aX?)+ X (bX)
Aa) X2+ (A-b)X

mit A-a, A-b € R, also A+ f € Uy. Damit ist Us ein Unterraum von Pol(R).
e Die Teilmenge

Us={f €Pol(R) | f=0 oder Grad(f) > 2}

enthilt neben dem Nullpolynom f = 0 alle Polynome f vom Grad(f) > 2,
insbesondere also auch die beiden Polynome

f=-X*4+X und g=X*+1,
wegen
frg=(-X+X)+ (X’ +1)=X+1

mit Grad(f + ¢g) = 1 aber nicht deren Summe f + g. Damit ist Us kein
Unterraum von Pol(R).

e Die Teilmenge
U4:{fePol(]R)|f:aX2+bX+c mit a, b, c € R und 07&0}

aller Polynome f mit Grad(f) < 2 und konstantem Glied ¢ # 0 enthélt
insbesondere nicht das Nullpolynom f = 0. Damit ist U, kein Unterraum
von Pol(R).



22.

a) Fir m = 1 ist jede Matrix A € R™*" in Zeilenstufenform, und folglich

ist Uy = R™*" ein Unterraum von R™*"; fiir n = 1 sind genau diejenigen
Matrizen A € R"™™ mit as; = ... = a,,1 = 0 in Zeilenstufenform, und
folglich ist

ail 1
0

U1: : |CL11€R =R. :
0 0

ein Unterraum von R™*™. Fir m > 2 und n > 2 sind die beiden Matrizen

110 ... 0 -1 1 0 . 0
010 ... 0 0 0 0 . 0
000 ... 0 0 0 0 . 0

jeweils in Zeilenstufenform, ihre Summe

020 ...0

010 ...0
A+B=10 0 0 . 0] e rmxn

000 ...0

jedoch nicht; wegen A, B € Uy und A+ B ¢ U, ist im diesem allgemeinen
Fall U; kein Unterraum von R™*™,

b) Wir betrachten eine Matrix

a1 ... Qi3 ... Qip
A= : : e Rmxn

Am1 --« Qmj ... Qmp

mit ihrer transponierten Matrix

[0 T £ e |
AT = Qay; Qmyj € Rxm

A1y oo vvv oo Amn



sowie deren Produkt

m
E 2

azl * ... DY *
=1

*

AT . A= : Zafj : e R,

Fiir A € Uy gilt AT - A = 0 und damit

m

m m
2 _ _ 2 _ _ 2 _
E aﬂ_..._g al-j_..._E a;, =0,
i—1 i=1

i=1
wobei die jeweiligen Summen genau dann 0 sind, wenn alle Summanden 0
sind; damit ergibt sich

an:...:am1:O,...,alj:...:amj:O,...,aln:...:amn:(),

also die Nullmatrix A = 0. Da die Bedingung A"-A = 0 fiir A = 0 tatsichlich
erfiillt wird, ist Uy = {0}, und damit ein Unterraum von R™*™.

Es liegt A = E,, wegen E? = E,, in Us sowie A = 2 € R, aber wegen
AN-A?=(2-E,) =22 FE?=4E,#2E,=\-A
ist A+ A ¢ Us. Damit ist Us kein Unterraum von R™*™.

Sei zunéchst n = 1; fiir
A= (a;;) € R ist det(A) = aq1,
so daf} die zu betrachtende Teilmenge
Uy = {A € R | det(A) = O}

nur aus der Nullmatrix besteht und damit insbesondere ein Unterraum von
R ist. Fiir den Fall n > 2 betrachten wir die beiden Diagonalmatrizen

Ay = diag(1,0,...,0) und Ay = diag (0,1,...,1) € R™™,
wegen
det(4;)=1-0-...-0=0  und det(A2)=0-1-...-1=0
gilt A; € U und A, € Uy, wahrend fiir die Summe
Ay + Ay = diag (1,1,...,1) = E, € R™"

wegen

det(A1 + AQ) = det(En) =1
dann A; + Ay ¢ Uy gilt. Somit ist Uy kein Unterraum von R™*" fir n > 2.



23.

a) Die Teilmenge

U:{UERg\ulzug und ulz—ug}g]Rg

ist als Losungsmenge des linearen Gleichungssystems A; - x = b mit

(1 =10 9% 3 (0 9
A1—<1 0 1)€R und b—(O)GR

ein Unterraum von R®. Ferner ist die Teilmenge W
W={ueR|w =—-2w;} CR?
ist als Losungsmenge des linearen Gleichungssystems As - x = b mit
Ay=(1 0 2)eR™ und b=0€R

ein Unterraum von R3. Gem#$ der Definition der Unterrdume U und W gilt

Uy
U:{u€R3]u1:u2 und ’LL1:—U3}: up | |ur €R
und
—2w2
W:{UJGR3|U)1:—2U)2}: Wa |U)2,UJ3€R 3
w3

damit ergibt sich nach der Definition von U + W dann
U+W = {utw|uelUweW}

Uy — 2w2
= U1 + wo | uy, wa, w3 € R
—U; + ws
Fiir e; konnen wir etwa u; = %, Wy = —% und w; = % wahlen und erhalten
1 2
! i 5
e1r=|0)l=1| 3 |+|—-3|€U+W,
1 1
0 3 3

fiir e, konnen wir etwa u; = %, Wy = % und ws = % wahlen und erhalten

_2
3

ceU+W,

(@)
Wi
wNow | —

und fiir e3 kénnen wir etwa u; = wy = 0 und w3 = 1 wahlen und erhalten

0 0 0
es= (0] =(0]+[0] €eU+W.
1 0 1

Wegen R? = (ey, €9, €3) ist damit insbesondere U + W = R3 gezeigt.



b) Die Teilmenge
U={ueR"|2ui+uy=0 und u; +2us+u3 =0} CR’

ist als Losungsmenge des linearen Gleichungssystems A; - x = b mit

(2 100 94 (0 9
A1—<1 9 1 O>€]R und b—<0> R

ein Unterraum von R?. Ferner ist die Teilmenge
W = {xER4|w2+2w3+w4:O und 4w3—|—3w4:0}

als Losungsmenge des linearen Gleichungssystems As - x = b mit

(01 21 axd (0 9
AQ_(O 0 4 3>€R und b—<O>ER

ein Unterraum von R*. Fiir einen Vektor x € R* gilt:

zeUNW <= ze€eU und zeW

2ZE1 + ) =0
r, + 21’2 + T3 = 0
~ ) —I— 21’3 —|— Ty = O
4.%3 -+ 3.’134 = 0
Wegen
21 0 0] 0 21 0 0] 0
12100 035100
01 21 0 IIf%II 01 2 1 0 II.2
004 3]0 0 04 3|0
21 0010 21 0 00
03 2 0] 0 03 2 00
o d 4 >
01 21 0 III—%II 0 0 3 1 0 I11-3
004 3]0 0 04 3|0
21 0 0] 0 21 00
03 2 0] 0 — 03 20
004 3|0 frv-tx| OO0 4 3
00 4 3|0 00 0O
ergibt sich
-\ -1
. 2\ . . . 2 4
UnWw = S | AeR»=R-v mit v=1 4 € R*.

4\ 4

o O O O



24. Wir betrachten fiir den reellen Parameter o den Unterraum
U={zeR|2i—2;+25=0 und az; — 1z =0}.

Aus der zweiten Gleichung o x; — xo = 0 ergibt sich az; = x5; diese Beziehung
setzen wir in die erste Gleichung ein und erhalten

2 2 2 _ 2 2.2 .2 _
xl—m2+x3—0a;1::>x2xl—a ] +x53=0

— (1—042) it =0 = (a2—1) -1t = a3,
Dies motiviert folgende Fallunterscheidung:

e Fiir || < 1ist a® — 1 < 0. Damit ist die Gleichung (a® — 1) -2? = 23 nur
0
<
fiir 1 = x3 = 0 erfiillt. Wegen ax; = x4 ist auch x5 = 0, und wir erhalten

den Unterraum U = {0}.

e Fiir « = —1 ist o> — 1 = 0. Damit ist die Gleichung (o — 1) -2} = 23 nur
0
fiir 3 = 0 erfiillt. Wegen ax; = x5 ist x1 = —x9, und wir erhalten den
T
Unterraum U = —x1 | |71 €R
0

e Fiir =1 ist o®> — 1 = 0. Damit ist die Gleichung (a® — 1) 2% = 23 nur fiir

0
x3 = 0 erfiillt. Wegen ax; = x5 ist x1 = x5, und wir erhalten den Unterraum
€y
U= T ’ x| € R
0

e Fiir [a| > 1ist a? — 1 > 0. Damit erhalten wir wegen

(0 —1) 2] =2 <= Va2 —1-|x1] = |a3]

die Teilmenge

T
U= ax |z €R
+va? -1z
1 -1
Esist x = Q@ eUundy = —x € U, aber fiir die Summe
a?—1 a?—1

0

gilt z+y = 0 ¢ U. Damit ist U kein Unterraum von R3.

2+v/a?2 -1



