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17. a) Mit Hilfe elementarer Zeilenumformungen ergibt sich zunéchst
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Damit enthélt die zur gegebenen Matrix M, zeilendquivalente Matrix

« « a
0 1—a 1—a] eR?*?
0 0 a—1

fiir « = 0 in der ersten Zeile eine Nullzeile sowie fiir « = 1 in der zweiten und
dritten Zeile jeweils eine Nullzeile und ist damit in diesen Fiéllen insbesondere
nicht invertierbar; folglich ist aber auch M, fiir a € {0, 1} nicht invertierbar.

Fir a € R\ {0,1} ergibt sich ferner
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18.

damit ist M, invertierbar, und fiir ihre Inverse gilt

o 1 1 0
. , a(a—1) a—1 . %3
Ma - Ma - E 01 —F S ]R .
0 -3
Wegen
a «
det (My)=1]a 1 1| = (a®*+a*+a”) = (®+a+a’) =
a 1 Sarrus
=20’ —a—-a’=—a(a® —2a+1) = —a(a—1)°

ist die Matrix M, genau dann invertierbar, wenn
det (M) = —a(a — 1)* #0, also  a€R\{0,1},
gilt, und in diesem Fall ergibt sich

1
M7' = —— M,
“ det (M,,)
1 +det(My,) —det(M;) +det(Mj)
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Es ist
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o1 oo ot I [ R
det(A)_ t 0 1 0 2.S;alte1 0 —1t 1 3.S;a1te ’t 1'_1+t '
0 0 —t 1

Fiir alle t € R ist det(A) = 1+ t* > 1, insbesondere also det(A) # 0, und
damit A invertierbar.

Es ist
+det(A};) —det(AL) +det(As) —det(A))
i —det(A]y) +det(Ayy) —det(Ay) +det(Al) | _
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t



c) Da die Koeffizientenmatrix A des linearen Gleichungssytems A -x = b inver-
tierbar ist, besitzt dieses genau eine Losung, ndmlich x = A~! - b. Es ist
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Mit Hilfe der Cramerschen Regel erhilt man fiir die Komponenten von x
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und wir erhalten

T 1
T = ) . t
o T3 - —t
Ty -1
19. Die gegebene Matrix A, = (a;;);,; € R™*" mit

1, fallst=j+1oderi=7—1,
aij = O
,  sonst.

besitzt die Gestalt

0O 1 0 0 0
1 0 1 0 :
0 1 0 1
A, = e R™™.
0 0 1 0 0
: 1
O ... ... 0 1 0

Fiir den Induktionsanfang erhalten wir
o fiir ,n =1“1ist A; = (0), also det(A;) = 0, und

(1) (1)>, also det(A2) =0—1=—1=(—1)z.

[SILN]

o fiir ,n =2“ist Ay = <

Fiir den Induktionsschritt ,n—1 — n* mit n > 3 erhalten wir ferner mit Hilfe des
Laplaceschen Entwicklungssatzes
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_ (=1) - (=D 1-det(A,_2) = —det(A,_s).

1. S;alte



e Ist nun n ungerade, so ist auch n — 2 ungerade, und wir erhalten mit der
Induktionsvoraussetzung

det(A,) = —det(A,_2) =0.

e Ist nun n gerade, so ist auch n — 2 gerade, und wir erhalten mit der Induk-
tionsvoraussetzung

n—2

det(A,) = —det(A, ) = (1) (-1)*F = (-1)"7 ' = (-1)%

w3

20. a) Fir «, 8, 7, 0 € R erhalten wir

a B v 0 a —f —y =0
4T _ |8 a0 ] B a =6y
Ad = 5o sl |y 6 o -8

-0 v B «a o =y B o«

1000
9., 2,01 00
_(a+5+7+5)0010
000 1

= (®+ B+~ +6%) Es

Fiir die Losung des lineare Gleichungssystem A - x = b treffen wir folgende
Fallunterscheidung;:

e Fira=0=~v=0=0ist A =0 und b = 0, und wir erhalten das
lineare Gleichungssystem 0 - x = 0 mit der Losungsmenge L = R*.

o Fiir (o, 3,7,9) # (0,0,0,0) erhalten wir wegen a? + 5% +4? + 6% > 0
aus der obigen Beziehung

1
A-AT=(®>+ 32 4++24+06%) B, — A- AT =E
(O‘ + B85+ + ) 4 a2+ B2t A% o2 4
A1
und damit
-1 _ 1 AT
o + % + 42 + 62
Wegen
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A-xz=0b =A1tl. b= AT b=
rmr e a? + B2+ 72 + 62
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a
0
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5
052—(52
B 1 _(aﬁ+76
a2+ B2+ 42 + 57



ergibt sich die Losungsmenge

a® — 52
I 1 |aB+v9
)2+ B2 +2 402 [ay—fB6
2000

b) GeméB a) gilt
A'AT:(&2+52+")/2+(52)'E4

und damit
det (A-AT) =det (o + B> +~> +62) - Ey),

woraus sich mit dem Determinantenmultiplikationssatz sowie den Rechen-
regeln fiir die Determinante

det(A) - det(AT) = (a® + 2 + 72+ 6%)" - det (Ey),
wegen det(A") = det(A) und det(FE,) =1 also
det(A)* = (a® 4+ B +7° + 52)4 < det(A) =£(®+ 5+ + 52)2 :

ergibt. Da in der Leibnizformel fiir die Determinante det(A) der Summand
a* ausschieBlich fiir die Permutation o = id mit sign(o) = +1 entsteht, geht
der Summand o positiv in die Determinante ein, so daf§ nur

det(A) = (a® + 8% +~2 +0%)"

in Frage kommen kann.



