MATHEMATISCHES INSTITUT WS 2011/12
DER UNIVERSITAT MUNCHEN Blatt 3
Dr. E. Schorner 11.11.2011

Ubungen zur Vorlesung ,,Lineare Algebra und
analytische Geometrie I (Unterrichtsfach)*

— Losungsvorschlag —
9. Es ist

% % 21100 132500
AE)=[ 2 2 0] 01 0 ~ 230050 ~

5 3 I 11, 1115 1211

02 +]001/)" " 021,005
1 3 2 5 00 1 3 2 5 0 0
0 -3 4| =105 0] ~ [0 =3 —4| =10 5 0 ~

ITI+ 211 .,g

02 1| 0 05 M\o0 0 3| -2 o5 fu()
1 3 2 5 0 0 1 3 0| -3 6
0 -3 -4 -10 5 0o |"2"[0o 30| 6 -3 -12]~
0 0 1 4 -2 -3 )™M\ 0 1] 4 —2 —3 )"

1 0 0]3 1 -6 100
0 -3 0| 6 -3 —12 ~ 010 -2 1 4 |=(m4)
00 1|4 —2 —3 /)1m(35)\o0o0 1

Damit ist A invertierbar mit

3 1 —6
Alt=A=-2 1 4
4 -2 -3
Es ist
3 L ¢ 6 —2 12
7 7T 7
B= % % % HI;\ELI 6 3 12 I?I
0 -2 0/ " \o —4 0/
6 —2 12 6 —2 12

~10 5 0 ~ 0 5 0| =8

Da die dritte Zeile von By Null ist, kann die Matrix B; nicht invertierbar sein;
damit ist auch die zu B; zeilendquivalente Matrix B nicht invertierbar.
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10. Fir alle t € R ist
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5 ist Ajs also zu der (wegen ihrer Nullzeile nicht invertierbaren) Matrix

Fur ¢



1 0 —1
0 1 2 | zeilendquivalent und damit selbst nicht invertierbar. Fiir ¢ # 5 gilt
00 0
1 0 —1 2 -1 0
(AdBsy) ~ (01 2| -1 1 0 I;%EI
I L 1 2 1 -
= A\N0 0 1] 75 55 s
Loo| 35 -5 =
010 -2 = -~ | = (B4
001 &£ —% &
269 =3 1
t—5 t—5 15
also ist A; fiir £ # 5 invertierbar mit A, ! = A, = —% % —ﬁ
2 1
ﬁ T i=5  t-5
Fiir alle t € R ist
1107100 110 1 00
(BJEs)=| 111010 |~ (001 -110] ~
o1¢tfoo1/)" " \No1¢] o o1)HM™
1 10 1 00 110 1 0 0
0 1 ¢t 0 01 ~ 010 t —t 1 ~
o001 -110/"™\o0oo0 1| -1 1 0)/)""
100 1—-¢t t -1
010 t -t 1 = (Es|B;)
00 1 -1 1 0
11—t ¢t -1
Damit ist B, fiir alle ¢ € R invertierbar mit B; ' = B} = t -t 1
-1 1 0
Fiir alle t € R gilt
100 11000 100 11000
01 t 0| 01O00 01 100010
(GlE)=1 0 11 0[0010]uSu|o1¢0]0100
t 0001|0001 t 00 1]0001
10 0 1 1 0 0 0
w—+1 | 01 1 0 0O 0 1 O
m-im | 0 0 t—1 0 0 1 -1 0
00 0 1—-t| -t 0 0 1

Fir ¢t = 1 ist (' also zu der (wegen ihrer beiden Nullzeilen sicherlich nicht

invertierbaren) Matrix

(
0
(1) zeilendquivalent und folglich selbst nicht
0



invertierbar. Fiir t # 1 gilt

10 0 1 1 0 0 0
01 1 0 0 0 1 0 |l
(GIED~ 1 0 0 21 0 0 1 -1 0 |
00 0 1—t| -t 0 0 1
1001 1 0 0 0
0110 0 0 1 0 111
00100 e 0 | v
000145 0o o0 -4
1000 = 0 0
0100 0 = & 0 B N
oo1o|l 0 & -4 o0 = (BlC);
0001] L& 0 0 -5
= T U
. N N 1 0 -5 & 0
also ist C} fiir ¢ # 1 invertierbar mit C; * = C] = 1 1
=N
= 0 0 -
11. a) Esist
001|100 122010
(ABs)=(122[010) ~ 011/ 100] ~
237001/ \237001 -
1 2 2/0 1 0 1 0 0l =2 1 0
01 1|10 0}~ o0 1 1] 1 0| ~
0 -13[0o -—21/)"\o0o -13] 0 —21)""
100l -2 1 0 100l -2 1 0
011 1 0 0 ~ 011 1 0 0] ~
004 1 —21/)mE\oo0 1| &+ -1 1 /)00
100l -2 1 0
010 3 5 —1|=(&4)
oo 1| -3y
Damit ist A invertierbar mit
-2 1 0
e
i _1 1
4 2 4

b) Die invertierbare Matrix A ist Produkt von endlich vielen Elementarmatri-
zen. Wir erhalten geméfl den elementaren Zeilenumformungen aus a)

Fo- (Fs - (Fy - (Fy - (Fy - (Fy- A))))) = Es



12.

mit den Elementarmatrizen

010 1 00 1 -2 0
Fr=1100), FK=0 10|, F={(0 1 0},
001 -2 0 1 0 0 1
1 00 1 00 1 0 0
F,E=101 0], Fs=(0 10 und fg=1(0 1 -1
011 00 %L 00 1
Folglich ist
A=((((F Y- B -FOY - B - Fy
mit den inversen Elementarmatrizen
010 1 00 1 2 0
F'=1100], EE'=|010], F'=(010]|,
001 2 01 001
1 0 0 1 0 0 1 00
F;/'=10 1 0, F;'=101 0] uwnd Fj'=1[0 11
0 -1 1 0 0 4 0 01

Fiir alle A, B, C' € R™" gilt:

e Reflexivitit: Mit S = E,, € GL,(R) gilt ST'AS = E;'AE, = A; damit
gilt (A, A) € R.

e Symmetrie: Sei (A, B) € R; damit gibt es eine Matrix S € GL,(R) mit
STAS = By also A = (S™H7!BS™L Mit T = S~ € GL,(R) gilt also
T'BT = A und damit (B, A) € R.

e Transitivitét: Seien (A, B) € R und (B, () € R; damit gibt es Matrizen
S, T € GL,(R) mit S7'AS = B und T-'BT = C, zusammen also
O = TS~ AS)T = (ST)""A(ST). Mit Q = ST € GL,(R) gilt also
Q'AQ = C und damit (4,C) € R.

Folglich ist R eine Aquivalenzrelation auf R™*".

Esist A+ E, € A\-E,. Fir alle B € \-E, gilt (\- E,,B) € R, es gibt
also eine Matrix S € GL,(R) mit S7'(\ - E,)S = B. Damit ergibt sich
B=X-(SE.S)=\-(S1S) = \- E,. Folglich gilt X- B, = {\- E,,}.

Wir nehmen zum Widerspruch (A, B) € R an; dann gibt es eine Matrix
S € GL,(R) mit S7'AS = B. Da A wegen

111|100 1001 -1 0
AE)=[01 101 0]~[010]0 1 —1]|=(E4)
001[00°1 001[0 0 1

invertierbar ist, mufl auch B = S71AS als Produkt invertierbarer Matrizen
selbst invertierbar sein; da die dritte Zeile von B Null ist, kann B aber nicht
invertierbar sein, Widerspruch! Damit gilt also (A, B) ¢ R.



