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Ubungen zur Vorlesung ,,Lineare Algebra und
analytische Geometrie I (Unterrichtsfach)*
— Losungsvorschlag —

1. a) Fir das gegebene lineare Gleichungssystem

r1 + 2x9 — 3 =
To + 21‘3 — 31’4 =

21‘1 + 41‘2 — 21‘3 + Ty =
r1 + x9 — 3x3 + 34 =

_—w O =

betrachten wir die zugehorige erweiterte Koeffizientenmatrix (A[b). Es ist

1 2 -1 0 1 12 -1 0 1
01 2 —=-31]0 1—2-1 01 2 -=-31]0 V-1
Mor=194 9 103 > oo o 11|
11 -3 3 1 11 -3 3 1
1 2 -1 0 1 1 2 -1 0 1
0 1 2 =310 VI 01 2 —-3]0 1143111
0O 0 0 1 1 00 O 1 1
0 -1 -2 3 0 00 0 O 0
1 2 -1 01 1 1 0 -5 0| -5
01 2 0] 3 1211 01 2 0 3
00 0 1|1 00 0 1 1
00 0 0]O0 00 0 O 0

Damit ist das lineare Gleichungssystem l6sbar; genauer ist x3 eine freie Va-
riable, und mit x3 = A € R beliebig erhalten wir fiir die drei gebundenen
Variablen x1, x5 und x, dann

e vy —bxz3=—5,alsoxr; =—-5+5x3=—-5+5)\,
e 1y +2x3=3,alsoxy=3—-2x3=3—2)\, und
o 1, =1;

folglich ist also

—5+5A

3—2)
L= \ |AeR

1

die Losungsmenge des gegebenen linearen Gleichungssystems.



b) Fiir das gegebene lineare Gleichungssystem

3!E1 - 21‘2 - 6ZL‘3 + 41’4 = 5
—T1 + 2752 + 2233 — 4!134 = -3
21 — x93 — 4dx3 + 2134 = 3

Ty — X9 — 23 4+ 2x4 = 2

betrachten wir die zugehorige erweiterte Koeffizientenmatrix (A|b). Es ist

3 -2 -6 4 5
-1 2 2 —4 | -3
Ao =1 9 5 4 92| 3 |
1 -1 -2 2 2
1 -1 -2 2 2 1 -1 -2 2 2
-1 2 2 —4 1| =3 - 0 1 0o -2 —1 -
2 -1 -4 2 3 TT+1 2 -1 —4 2 3 21
3 -2 -6 4 5 3 -2 -6 4 5
1 -1 -2 2 2 1 -1 -2 2 2
0 1 0 -2 —1 0 1 0 —2| —1 111
0 1 0 -2 -1 IV—31I 0 1 0 -2 —1 IV—II
3 -2 —6 4 5 0 1 0o —-2| —1
1 -1 -2 2 2 1 0 =2 0 1
0 1 0 -2 -1 - 01 0 —-2| —1
0 O 0 0 0 [+11 00 O 0 0
0 O 0 0 0 0O 0 O 0 0

Damit sind z3 und z4 freie Variablen, und mit x3 =X € Rund 24, = p € R
beliebig erhalten wir fiir die beiden gebundenen Variablen z; und x5 dann
e r1 —2x3=1,alsox; =1+2\, und
e 1y —2x4=—1,also x9 = —14 2 pu;
folglich ist also
1+2)
—1+2pn
A

1

die Losungsmenge des gegebenen linearen Gleichungssystems.

L= | A, peR

2. Fiir das gegebene lineare Gleichungssystem A - x = b mit

1 11 1
A,=|l—-a 1 2| firaeR und b= |2
-2 2 a 3



betrachten wir die zugehorige erweiterte Koeffizientenmatrix (A,|b). Es ist

1 111 11 1 1
(Agp) = —a 1 2| 2 ot 0 1+a 24a| 2 1
2 2 4 3 2 2 a | 3
11 1 1 11 1 1
0 1+a 24+a | 2+a ~ 0 4 2+a 5 ~
0 4 2+al| 5 Melt'\'o 144 24a| 244 /)™

11 1 1
0 4 2+a 5 -
0 4(14+a) 4(2+a) | 4(2+a) ) ™ 0FIT
11 1 1
0 4 2+a 5,
00 3—a)2+a)| 3—a

wodurch die folgende Fallunterscheidung motiviert wird:

o Firae R\ {-2,3}ist 3—a # 0 und 2+ a # 0, und wir erhalten
- B3—a)2+a)xz3=(3—a), alsoxgzﬁ,
— 4x2+§i—225, also zo =1,

1

—x1—|—1+2j+a:1,alsoazlz—ﬂ—a.

Damit besitzt das gegebene lineare Gleichungssystem genau eine Lésung mit

1

T 24a
L, = 1
1
2+a
o Fiir a = -2 gilt
1 1 1)1
(Aslb)~ | 0 4 0] 5 |;
00 0] 5
wegen des Widerspruchs in der dritten Zeile ist das gegebene lineare Glei-
chungssystem fiir a = —2 unlésbar.
e Fiir a = 3 gilt
11 111
(Aglb)~ [ 0 4 5| 5 |;
00 0O

damit ist x3 eine freie Variable, und mit x3 = A € R beliebig ergibt sich
Ax94 5\ =5, also 2 = 3 — 3\ sowie .I'l—f—%—g)\—’—)\ =1, alsor; = —}1—1—}1/\.

171
Somit ist L
vinn 71)\
L3 = S_3X ] |XeR
A
die Losungsmenge des durch (As|b) gegebenen Gleichungssystems.



3. Fiir das gegebene lineare Gleichungssystem

Ty + 2ZE3 - Ty = —2
221 + x9 + T3 = -3
-3z + 229 + ary = 8
ry + 2%2 + 8%3 + 3.1'4 = b

betrachten wir die zugehorige erweiterte Koeffizientenmatrix (A,|by). Es ist

1 0 2 —-11| =2 1 0 2 -1 —2
B 2 1 7 0 -3 II+(—2)I 0o 1 3 2 1
Aab) =1 23 9 g o4 | s . 32 0 a | 8
1 2 8 3 b 1 2 8 3 b
1 0 2 -1 -2 1 0 2 -1 -2
11431 0 1 3 2 1 1v+$;1)1 01 3 2 1
0 2 6 a—3 2 0 2 6 a—3 2
1 2 8 3 b 0 2 6 4 b+2
1 0 2 -1 —2 1 0 2 -1 -2
m+-2u | 0 1 3 2 1 w+-2m | 0 1 3 2 1
A A
00 0 a-—17 0 0 0 0 a-—17 0
0 2 6 4 b+ 2 0 0 O 0 b

Damit ist das lineare Gleichungssystem genau dann losbar, wenn b = 0 gilt; dabei

ergibt sich

e fiir a = 7 wegen

22\t u
die Losungsmenge L = 1_31_2M | A, € R » sowie
1
o fiir a # 7 wegen
1 0 2 -1 —2 1 02 —-1| =2
01 3 2 I |mz=]10 1 3 2 1
Aalbo) =19 0 0 a7 0 T looo 1] o0
0 0 0 0 0 00 0 0 0
—2-2A
die Losungsmenge L = 1 )\3)\ | eR



4. Fiir das gegebene lineare Gleichungssystem

21‘1 + T = 0
Ty + 2z9 + 23 =0
o + 2x3 + ry = 0

r3 + axy = [

betrachten wir die zugehorige erweiterte Koeflizientenmatrix (A, |bg). Es ist

210010 2 1000
|t 210[0|m3rfO0 21 0] 0 |m3n
Malbs) =1 g 12 1l0o] " ol 21]0] ™
001 alp 001 alp
2 10010 2 1.0 0 0
021 0|0 |wv=2m|[ o 2 1 0 0
oard 2 A 2
003 1|0 003 1 0
001 alpB 000 a-2|25

wodurch die folgende Fallunterscheidung motiviert wird:

o Fiir a # % ist a — % # 0, und die rechte Seite enthélt keinen Pivot; damit
ist das lineare Gleichungssystem losbar, und da keine der Variablen frei ist,
besitzt es genau eine Losung.

e Fiir a = % und B # 0 enthélt die rechte Seite einen Pivot; damit ist das

lineare Gleichungssystem unlosbar, es besitzt keine Losung.

o Fiir a = % und # = 0 enthélt die rechte Seite keinen Pivot; damit ist das

lineare Gleichungssystem losbar, und da die Variable x4 frei ist, besitzt es
mehrere Losungen. Es ist

210 01]0
0 % 1 00
<f4%‘b0> Tlo0o 1o
000O0]O0
und mit z4, = A € R beliebig erh&lt man
- %l’g +x4 =0, also x3 = —%)\,
— %xg + 23 =0, also x5 = %)\, und
— 221+ 29 =0, also 1 = —i)\,
und folglich die Losungsmenge
)
L= 2 | A eR

|
>l
— >



