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1. a) Fir m x n-Matrizen gibt es die folgenden drei Typen elementarer Zeilen-
umformungen:
e Multiplikation einer Zeile mit einer reellen Zahl \ # 0,
e Vertauschen zweier Zeilen und
e Addition des Afachen einer Zeile zu einer anderen Zeile.
Drei zu einer m x n—Matrix A € R™*" gebildete Groéflen, die sich unter
elementaren Zeilenumformungen nicht &ndern, sind unter anderem
e die Losungsmenge des homogenen linearen Gleichungssystems A-x = 0,
e der Spaltenrang der Matrix A und

e der Zeilenraum der Matrix A.

b) Fiir n € N mit n > 2 werde die n x n—Matrix
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ferner zeigen wir fiir alle n > 2 mit vollstdndiger Induktion
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Fiir die in Abhéngigkeit vom Parameter o € R gegebene Matrix
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ergibt sich
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fiir « = 0 in der dritten Zeile eine Nullzeile und ist damit in diesem Fall
insbesondere nicht invertierbar; folglich ist aber auch M fiir « = 0 nicht
invertierbar. Fiir « € R\ {0} ergibt sich ferner
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damit ist M fiir « € R\ {0} invertierbar, und fiir ihre Inverse gilt
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Der Rang der gegebenen Matrix A € R™*" ist die Dimension des Spalten-
raumes S, der von den n—Spalten sq,...,s, der Matrix A erzeugt wird; es
ist also S = (s1,...,8,) € R™ Um die gewiinschte Beziehung zu zeigen,
miissen wir die lineare Unabhéngigkeit der Spalten sq,..., s, der Matrix A
nachweisen. Seien dazu \q,...,\, € R mit

)\1'$1+...+)\n'$n20;



diese Beziehung fassen wir nun als homogenes lineares Gleichungssystem
A-x=0 mit r=1]1: | eR"

auf, und nach Multiplikation dieser Gleichung mit AT € R™*™ erhalten wir
AT (A-z)=A" .0, also (ATA) -z =0,

woraus sich wegen ATA € GL,(R) schon z = 0 ergibt. Damit ergibt sich
A1 = ... =\, = 0, und folglich sind die Spalten sq,...,s, der Matrix A
linear unabhéngig, weswegen

Rang(A) = dim(S) = dim(sq,...,s,) =n
gilt.
Die gegebene Abbildung
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mit Grad(v) < 2 eine Matrix der Gestalt
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zu. Fur alle
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und damit
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damit ist f additiv. Fiir alle
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gilt
A= ()\CL()) + ()\al)X + ()\CLQ) X2
und damit
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damit ist f homogen. Folglich ist f eine lineare Abbildung.
Fir alle /\1, /\2, /\3, A4 € R mit )\1'B1+)\2'B2+)\3'B3+)\4'B4:Ogﬂt
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also Ay = 0 und folglich Ay = 0; ferner erhalten wir aus den anderen beiden
Gleichungen A\; + A3+ Ay = 0 und A\; +2 A3 + Ay = 0 durch Differenzbildung
A3 = 0 und folglich \; = 0. Es gilt also \; = Ay = A\3 = Ay = 0; damit sind
Bi, By, B3, By linear unabhiingig, und wegen dim(R?**?) = 4 schon eine
Basis von R?*2,
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die darstellende Matrix von f beziiglich der Basen 1, X, X? von Poly(R)
und Bl, BQ, Bg, B4 von RQXQ.

e [iir einen reellen Vektorraum V definiert man die Dimension

0, falls V = {0y} der Nullraum ist,

dim(V) n, falls V endlich erzeugt ist und
im =
eine Basis der Lange n besitzt,

0o, falls V' nicht endlich erzeugt ist.
e Fiir eine lineare Abbildung f : V' — W definiert man
Kern(f)={v eV | f(v) =0y} sowie Bild(f)={f(v)|veV}.



b) Wir bestimmen in Abhéngigkeit vom Parameter s € R die Dimension des

von den Vektoren
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aufgespannten Unterraums U = (uy, us, u3, uy) von R*. Wir betrachten dazu
die Matrix A = (uy, U, us, us) € R4 Wegen
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ergibt sich

2, falls s =1,
dim(U) = Rang(A) =< 3, falls s = —1,
4, falls s € R\ {£1}.

Wir betrachten zuniichst eine surjektive lineare Abbildung f : R* — R? mit
Kern(f) = U; nach der Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen gilt

dim (Kern(f)) 4 dim (Bild(f)) = dim (R*) = 4.

Wegen der Surjektivitit von f ist Bild(f) = R?, also dim (Bild(f)) = 2,
woraus sich dim(U) = dim (Kern(f)) = 2 ergibt; gemafl b) ist dies genau
fiir s =1 der Fall.

Wir betrachten jetzt den Parameter s = 1; geméfl b) bilden also die Vektoren
u; und uy eine Basis von U. Die Matrix B = (uy, ug, €3, e4) € R¥% ist wegen
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invertierbar, ihre Spalten uq, ug, €3, e4 bilden also eine Basis des R*, so da8

es nach dem Prinzip der linearen Fortsetzung genau eine lineare Abbildung
f:R* = R? mit

s =(g). stw=(g). sen=(g). slen=(3).

gibt; diese ist wegen Bild(f) = (ey, €2) = R? surjektiv und besitzt den Kern
Kern(f) = (u1, uz) = U.



