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1. a) Wir zeigen mit Hilfe des Unterraumkriteriums, daf

U:{(“ b) €R2X2|a+b—c:0}
c d

ein Unterraum von R?*? ist:
e Fiir die Nullmatrix 0 = (0 0

0 0) ER>2gilt 0+0—-0=0, also 0 € U.

o Fiiralle A= (“ by , B = oz by € R?*2 gilt a; +b; —c; = 0 und
c dy cy dy

aq + a9 bl + bQ 2%2

1+ d1 + dg) €k weget
(&1+G2)+(b1+b2)—(01+€2) = (CL1 + b1 — C1)+(a2 + bg — CQ) =0+0=0
dann A+ B € U folgt.

as +by—co=0,s0dafl fir A+ B =

oFiiraHeAz(i Z)ERQXQund/\6Rgilta+b—c:O,sodaniir
AA= i\\CcL /)\\Z e R*? wegen \-a+A-b—X-c=X-(a+b—c)=

A-0=0schon \- A € U folgt.

Damit ist U ein Unterraum von R?*2, wobei U genau aus den Matrizen

a b 10 0 1 0 0
A_(a+b d)_a'(l 0)”'(1 0>+d'(0 1)
S—— —— ——

=B =By = B3

mit a, b, d € R besteht; damit bilden B;, By, Bs ein Erzeugendensystem
von U. Fiir alle )\1, )\2, )\3 € R mit )\1 ‘Bl+)\2‘BQ+)\3‘Bg :Ogllt

A A\ (00
M+ A) \00)°

also A\; = Ay = A3 = 0; damit sind By, By, B3 auch linear unabhéngig,
insgesamt also eine Basis von U, und es gilt dim(U) = 3. Wir kénnen nun
Bl, B27 B3 mit jedem B4 ¢ U zu einer Basis Bl, BQ, B37 B4 von R2X2

(1) (1)) Damit ist W = (B,) gemif

U+W=R*>*? und UNW ={0}

ergédnzen, also etwa By = (

ein U komplementérer Unterraum von R2*2,



Ein Vektor z € R?* liegt genau dann im Durchschnitt U N W der beiden
Unterrdume U = R-uy +R-us +R-ug und W = R-w; +R-ws von R*, wenn
er sowohl Linearkombination von wu, us, u3 als auch Linearkombination von
wy, we ist, wenn es also Koeffizienten A\, Ao, A3 € R und py, po € R mit

2\1-u1+A2~u2+A3~u3:x:y1~w1+,u2-w%

ng zeW
gibt; dies fiithrt aber zur Beziehung
Arcur+ Ag s ug + Az uz + - (—wr) + pg - (—we) =0,
also zum homogenen linearen Gleichungssystem mit der Koeffizientenmatrix
A = (uy, ug, uz, —wi, —ws) € R>5. Wegen
1 2 2 -1 —-110
0 1 11 —=1(0]

PUNN
-1 2 -1 0 —=11|0] 1v=1
1 -1 -1 -1 —-110

(A]0) =

1 2 2 -1 —1]0 12 2 -1 —1/0
0 1 1 1 —1(0] mr—ar |O 1 1 1 —-110
o o4 1 -1 20| wEun|o 0 =3 =5 2|0
0 -3 -3 0 010 00 0 3 =310

erhédlt man die Losungen

)\1 2
)\2 «
)\3 = —Q
H «Q
2 «Q

mit o € R, woraus sich

200 U+ us+ (—a) cu3 =1 = - wy + o - wy,

~
zeU zeW

also

_— O N

[\

ergibt. Damit ist U N W = R - v, weswegen etwa der Vektor v wegen v # 0
eine Basis von U N WV ist.

Wir betrachten den endlichdimensionalen R—-Vektorraum V' mit V' # {0y }.
e Die Vektoren vy,...,v, € V heiflen
— linear unabhéngig, wenn aus Ay - vy + ... + A\, - v, = Oy mit
Ay Ay € Rstets Ay = ... = A\, =0 folgt.
— ein Erzeugendensystem von V', wenn jedes v € V eine Linearkom-
bination v = A vy + ...+ Ay - v, mit Ay, ..., A, € Roist.



e _Basisauswahlsatz“: Aus jedem Erzeugendensystem von V kann eine
Basis von V' ausgewihlt werden.

e Basisergidnzungssatz“: Jedes System linear unabhéngiger Vektoren in
V' 1aBt sich zu einer Basis von V ergénzen.

b) Wir betrachten den R-Vektorraum Pols3(R) aller Polynome v mit reellen
Koeffizienten vom Grad(v) < 3; fiir einen Vektor

as
_ 3 2 . o as 4
v = a3 X" + ae X* + a1 X 4 a9 € Pol3(R) sei p(v) = a, eR

(%}

sein Koordinatenvektor beziiglich der Standardbasis X3, X2, X, 1. Damit
ergeben sich fiir vy, v9, v3, v4, v5 € V die Koordinatenvektoren

, p(vg) = ; p(vs) =

1|\>
—— W O
=
.-thtoo

1
po) = [ 1 | pe) = [ 7] plow) =
0

1 1 010 1 1 0 1 0
e 1 =2 3 00 I 0 -3 3 —-10 -
1 0 11 1]Jma|0 —1 1 0 1] merv
0 -1 11 4 0 -1 1 1 4
1 1 0 1 0 1 0 1 2 4
0O -1 1 1 4 THIT 0O -1 1 1 4
0 -1 1 0 1 111-11,?\/-311 O 0 0 —-1 -3 ~
0 -3 3 —-10 0 0 0 —4 -—12
1 0 1 0 =2 10 1 0 -2
I+or i+ |O —1 1 O 1 -nm |0 1 -1 0 -1
e {0000 0 -1 =3 (Hml|o o o 1 3
0O 0 0 0 0 00 0 0 O

den Rang(A) = 3; da die erste, zweite und vierte Spalte jeweils einen Pivot
beinhaltet, sind p(v), p(v2), p(vs) linear unabhéngig, und es gilt

p(vs) = p(v1) —p(va) und  p(os) = =2p(v1) — p(v2) + 3p(vs).
Folglich sind vy, vq, v4 linear unabhéngige Vektoren mit
v3 =1 — Vg € (V1,V9,v4) und vs = —2v; — Vg + 3vy € (vq, V2, Vy),

so daB vy, vg, vy eine Basis von V' = (vy, v, v3, vy, v5) ist. Mit dem konstanten
Polynom vg = 1 ist die Hilfsmatrix B = (p(v1), p(v2), p(v4), p(ve)) € R4



wegen

1 1 10 11 1

det(B) _ 1 =2 0 0 vigte (_1)4+4 1411 =2 0 Sagus 1 7& 0
1 0 10 Spalte 1 0 1
0 -1 11

invertierbar; damit sind p(v;), p(ve), p(v4), p(ve) eine Basis von R* und
folglich die Vektoren vy, vq, vy, vg eine Basis von Pols(R).

Eine Matrix M € R™ ™ heif§t invertierbar, wenn es eine Matrix B € R™*"
mit M - B = FE, = B- M gibt. Fiir alle s, t € R ist

0 -1 0 2t 0 -1 0 2t
12t 001 Ofwvgr |t 0 0 5| zweite
det(M) = t 0 1 —s|lu—m|t 0 1 —s|Spalte
s 1 0 —t s 0 0 ¢
t 0 s . P
= (=) (=)t 1 —s| T (1) =12 — 5%
~—_————— Spalte — — [S t
=1 s 0 1 =1

oL

damit ist die Matrix M genau
t?2 — 52 £ (0 bzw. t # +s ist.
Der Rang einer Matrix A € R™*" ist als die Dimension des von den Spalten

S1y...,8, € R™ der Matrix A erzeugten Unterraums erklart. Unter Verwen-
dung der Beziehung Rang(A) = Rang(A") ergibt sich

ann invertierbar, wenn det(M) # 0, also

l4: R" — R™ surjektiv <= Rang(A) = Zeilenzahl(A) = m <
Rang(A') = Spaltenzahl(A") = m <= {47 : R™ — R" injektiv.

Wegen
01 2 —1 1 21 2
A=11 2 1 2 ~ 1 2 —1 ~
5 30 5 )0 \y 3o 5 ) w2
1 2 1 2 1 21 2
0 1 2 -1 s 01 2 -1
0 -1 =2 1 /"™ \oo0o0 o
ist r = Rang(A) = 2, also dim Kern(f) = 4—r = 2 und dim Bild(f) = r = 2;

genauer gilt:

e Kern(f) = {z € R*| f(z) = 0} stimmt mit dem Lsungsraum des ho-
mogenen linearen Gleichungssystems A -x = 0 mit den freien Variablen
x3 und x4 iiberein; folglich ist

3 —4

-2 1
b3 - 1 9 b4 - O

0 1

eine Basis von Kern(f).



e Bild(f) = {f(z) | * € R*} stimmt mit dem Spaltenraum der Matrix A
iiberein; da die erste und zweite Spalte einen Pivot beinhaltet, bilden
die erste und zweite Spalte von A, also

0 1
Cl = 1 s Cy = 2 s
2 3

eine Basis von Bild(f).
Da ¢; die erste und ¢, die zweite Spalte von A ist, ergdnzen wir b3, by mit
by = e; (damit ist £4(b1) = ¢;1) und by = ey (damit ist £4(by) = ¢2) zu einer
Basis by, by, bs, by von R* und erhalten

1 0 3 —4
01 -2 1

B = (b17b27b37b4) = 0 0 1 0 € GL4(R)
00 O 1

Ferner ergéinzen wir ¢y, ¢y etwa durch c3 = e3 zu einer Basis ¢y, co, c3 von
R? und erhalten

010
C= (Cl,CQ,Cg) = 1 20 S GL3<R),
2 31

es ist namlich

010
det(C)=11 2 0] = —1#0.
2 3 1 Sarrus
Wegen f(b1) = ¢; und f(be) = o sowie f(b3) =0 und f(bs) = 0 ist
1 0 00
M=|(010 0] erR¥
00 00O

die darstellende Matrix von f : R* — R3 beziiglich der Basen by, by, bs, by
von R* und ¢, ¢, c3 von R?, und mit dem Basiswechsel gilt C~'AB = M.

Da gemifl b) die Matrix C' invertierbar ist, bilden ihre Spalten c¢;, o, ¢3
eine Basis von R?; nach dem Prinzip der linearen Fortsetzung gibt es damit
genau eine lineare Abbildung g : R?* — R? mit

s =(0). st =(g). ate = ()

Damit ist g # 0, und fiir g o f : R* — R? gilt wegen
= g(f(b)) = g(c) =0

(b1)
(go f)(b2) = g(f(b2)) = glca) =
(go f)(b3) = g(f(bs)) =9g(0)=0
(9o f)(ba) = g(f(bs)) =g(0)=0

fiir die Basis by, by, bs, by von R* schon go f = 0.



