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53. a) Fiir B = (by, by, bs) € R¥3 gilt
123100 10 —-1]1 =2 0
B|E)=[012/01 0] ~ 01 2]0 1 0
001001/ \oo0o 1]l0 0 1
1001 —2 1
H”NHIIH 01 0[0 1 -2 |=(E|B);
- 001/0 0 1

damit ist B invertierbar mit B~' = B’, und folglich bilden die Vektoren
b1, b, bs eine Basis von R3. Ferner ist C' = (cy, ¢y) € R**? wegen

2 3

| o|=22-3-1=1#0

det(C) = ’

invertierbar, und folglich bilden die Vektoren c¢;, ¢, eine Basis von R2,

b) Wegen
1 -2 1 1
€A<b1):A'b1:(0 5 1)- = <O>:2-cl+(—1)-627
= <(2)) =(=6) - c1 +4-ca,

1 -2 1
0
= <5>:(—15)-01+10~02

1 -2 1

gilt fiir die darstellende Matrix M von ¢4 beziiglich der Basen by, by, b3 von
R? und ¢;, ¢, von R? gemiB der Definition

M = ( 2. =0 _15> e R¥,

N W O~k NN OO

—_

-1 4 10
Alternativ ergibt sich die Matrix M auch iiber die Formel

wecman=H(4 ) (2 D)o ?)
DN

S = N

-6 —15
1 4 10 )°



c) Nun ist
(1 =21 2%3
A= (0 9 1) eR

die darstellende Matrix von f beziiglich der Basen by, by, b3 von R® und
c1, ¢o von R?; damit gilt nach Definition

2
f(bl) = 1'01+0'C2: (1),
2
f(bg) = (-2) C1 +2 cCy = <2> s
)
f(b3) = 1'Cl+1'62: (3)
Fiir die Abbildungsmatrix A’ € R?*3 mit f = {4 ergibt sich also

A'B = A (b1, by, b3) = (A" by, A'by, A'bg) = G g g) =D

und damit
1 -2 1
2 25 2 =2 3
A’:DBlz( ) 0 1 =2 :( >
1 2 3 0 0 1 1 0 O

Alternativ 148t sich die Matrix A’ auch iiber die Formel A = C~'A’B und
damit

1
, L (2 3) (1 -2 1\
A =CABT = (1 2 0 2 1 0
0
(23 (1 -4 6\ _(2 -2 3
S\l 2 0o 2 =3/ \1 0 0
berechnen.
54. a) Fir ein Polynom
p(X) =ag+ a1 X + as X? + a3 X* € Pol3(R)
ist
p(X +1)=ag+a (X +1) +ay(X + 1)+ az(X + 1)* € Pol3(R);
die Unbestimmte X wird also durch X +1 ersetzt; fiir die lineare Abbildung

f : Pol3(R) — Pol3(R), p(X)+— p(X +1)—p(X),

ergibt sich damit fir p(X) = 1, also mit ap = 1, a1 = 0, az = 0, ag = 0,
dann

f)=1-1=0,



fir p(X) = X, also mit ag =0, a1 = 1, ay = 0, ag = 0, dann
) = (X +1) - X =1,
fiir p(X) = X?, also mit ag =0, a; =0, ay = 1, a3 = 0, dann
f(XH=(X+1)-X*=2X +1
und fiir p(X) = X3, also ag =0, a1 =0, as = 0, a3 = 1, dann

X)) =(X+1)P° - X?=3X*+3X +1.

Wegen
f(1) = 0-14+0-X+0-X*+0-X°
f(X) = 1-14+0-X+0-X*4+0-X?
f(XH = 1-1+2-X+0-X*+0- X3
f(X?) 1-143-X+3-X°+0-X°

ergibt sich damit fiir die darstellende Matrix von f beziiglich der Standard-
basis 1, X, X2, X3 damit

01 1 1

oo 23 it

M=1g 090 3[R
0000

Fiir das konstante Polynom 1 gilt geméf a) f(1) = 0, fiir das Nullpolynom
0 gilt ebenfalls f(0) = 0; wegen f(0) = f(1) mit 0 # 1 ist f nicht injektiv.
Damit kann f als Endomorphismus des endlich-dimensionalen Vektorraums
Pol3(R) auch nicht surjektiv sein; insbesondere ist f nicht bijektiv.

Die darstellende Matrix M liegt bereits in Zeilenstufenform vor, und wir
konnen Rang(M) = 3 ablesen; damit ergibt sich

dim Kern(f) = dimKern(¢y;) = 4 —Rang(M)=4-3=1
dim Bild(f) = dim Bild(¢;;) = Rang(M) = 3.

Genauer ergibt sich:

1

o O

e Es ist eine Basis von Kern(¢),) und damit

e}

1-140-X40-X?>4+0-X*=1

eine Basis von Kern(f); es ist also Kern(f) = Poly(R).



55. a)
b)
56. a)
b)

o Es ist eine Basis von Bild(¢;;) und damit

o O O =
(el NI
S W W =

0
1-14+40-X+0-X*+0-X? 1,
1-142-X+0-X*+0-X° = 1+2X,
1-143-X4+3-X?40-X3 = 143X +3X2

eine Basis von Bild(f); man erhilt also Bild(f) C Poly(R), woraus sich
wegen dim Bild(f) = 3 = dim Poly(R) schon Bild(f) = Poly(R) ergibt.

Da f injektiv ist, gilt
Kern(f) = {Ow} und damit dim Kern(f) = 0;
da f nicht surjektiv ist, gilt
Bild(f) ¢ W und damit dim Bild(f) < dim(W).
Mit Hilfe der Dimensionsformel erhélt man daher
dim(V) = dim Kern(f) + dim Bild(f) = dim Bild(f) < dim(W).
Wir nehmen zum Widerspruch dim(V') < dim(W) an. Seien
n = dim(V) und m = dim(W),

und wir wahlen eine Basis vy, ..., v, von V sowie eine Basis wy, ..., w,, von

W. Damit gibt es eine (eindeutig bestimmte) lineare Abbildung
f:V—=W  mit flr) =wy, ..., f(vn) = wp,

und da die Vektoren wy, ..., w, linear unabhéngig sind, ist f injektiv im

Widerspruch zur Voraussetzung. Damit gilt aber dim(V') > dim(W).

Wegen
111 -3 111 -3 10 -1 =5
A=(123 =1| ™S o112 2| X o1 2 2|=4
135 1 /" \0o 24 4/ \o00 0 o
1st

r = Rang(A) = 2.
Mit Hilfe der in a) ermittelten Zeilenstufenform ergibt sich:

o Kern(/y) = {r e R* | A- z = 0} stimmt mit dem Lésungsraum des ho-
mogenen linearen Gleichungssystems A - x = 0 mit den freien Unbe-
stimmten x5 und x4 iberein; demnach bilden

1 5

—2 —2
b3 = 1 ) b4 = 0

0 1

eine Basis von Kern(/y4).



e Bild(¢4) = {A -z | x € R*} stimmt mit dem Spaltenraum der Matrix A
iiberein; da x1 und x5 die gebundenen Unbestimmten von A-z = 0 sind,
bilden s, s, eine Basis des Spaltenraums von A’ und dementsprechend

1 1
Cl = 1 s Cy = 2
1 3

eine Basis von Bild(Z,4).

c) Da ¢y die erste und ¢y die zweite Spalte von A ist, ergdnzen wir b, by mit
by = ey (damit ist £4(by) = ¢1) und by = ey (damit ist £4(by) = c2) zu einer
Basis by, by, bs, by von R* und erhalten

10 1 5
01 —2 -2
B=0ubbsb) =1y o | o |€Gu®.
00 0 1

Ferner ergéinzen wir ¢y, ¢y etwa durch c3 = ez zu einer Basis ¢y, ¢o, c3 von
R3: mit C' = (c1, 2, c3) € R¥? gilt ndmlich

110100
ClEs)=[120]010] W
131]001/)"
110 1 0
~lo010|-11 e~
02 1 10 1 IIT—-21I1
100 2 —10
~[0o1 o0 -1 1 0]=(EC™
00 1] 1 —21
Mit
2 -1 0
P=C'=[-1 1 0] €GL3R)
1 -2 1
und
10 1 5
01 —2 —2
QQ=B= 00 1 0 € GL4(R)
00 0 1

ergibt sich also fiir die darstellende Matrix M von ¢4 beziiglich der Basen
by, bs, bs, by von R* und ¢y, co, c5 von R? also

PAQ=C'AB=M = e R34,

o O =
o = O
o O O
o O O



