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49. a) Wegen
12 -1 12 -1 2 10 -3 4
A, =2 5 -1 "ot o1 1 | o1 1 -1
14 1 o2 2 s—2/ "M \o0 0 s
gilt

2, falls s =0

dim Bild(f,) = Rang(4,) = {7 0777

3, falls s # 0.

Die lineare Abbildung f, : R* — R3 ist genau dann surjektiv, wenn
dim Bild(f,) = dimR? = 3

gilt, damit also genau fiir s # 0. In diesen Féllen ist x3 die einzige freie
Unbestimmte des homogenen linearen Gleichungssystems A, -z = 0, so dafl
wir geméafl obiger Rechnung

3

—1

Kern(fs) =R - 1

0

erhalten.
b) Fiir die Wahl s = 0 ergibt sich geméf a) speziell

1 0 =3 4
Ag~ (01 1 -1

00 0 O

Damit erhélt man:
e Kern(fy) = {z e R*| fo(x) =0} = {z e R*| Ag- 2 =0} stimmt mit
dem Losungsraum des homogenen linearen Gleichungssystems Ag-x = 0
mit den freien Unbestimmten x3 und x4 iiberein; somit bilden

3 —4
| -1 B 1 4
b = 1 und by = 0 eR
0 1

eine Basis von Kern(fy).



50. a)

e Bild(fo) = {fo(z) | z € R*} = {Ay -z | x € R'} stimmt mit dem Spal-
tenraum der Matrix Ag {iberein. Da x; und x5 die gebundenen Unbe-
stimmten von Ag - x = 0 sind, bilden

1 2
s1= 1|2 und s = |5
1 4

eine Basis von Bild(f).

Es ist
1 11] 100 100|001
S|Es)=1110]010| ~ 110010 ~
100 001“”“111100“1*H
100/ 0 1 1000 0 1
11010 0 01 0]0 1 —1|=(F9)
0011—10“10011—10
Damit ist S invertierbar mit
0 0 1
St=5=10 1 -1
1 -1 0

Da die Matrix S = (a1, ag, a3) gemaf a) invertierbar ist, bilden ihre Spalten
a1, as, as eine Basis von R?; nach dem Prinzip der linearen Fortsetzung gibt
es damit genau eine lineare Abbildung f : R? — R3 mit

fla1) = az, flaz) =a3 und f(az) = as;
fiir die gesuchte Abbildungsmatrix A € R3*3 gilt
Aay = f(a1) = a2, Aas = f(az) =az und Aaz= f(az) = a,

also
A (a17a27a3) (a27a3aa'1)

Mit T = (a9, as,a;) € R3*3 gilt also A-S =T, und man erhilt

111 0 0 1 1 0 0
A=T-St'=1|1 0 1}-{o 1 —-1]=1(1 -1 1
001 1 =1 0 1 =10

Alternativ 148t sich die Aufgabe auch ohne die Verwendung des Prinzips der
linearen Fortsetzung wie folgt lsen: Sei f : R® — R3 eine lineare Abbildung
mit

flar) = a2, flaz) =az und f(az) = as;
fiir ihre Abbildungsmatrix A € R3*3 gilt

Aay = f(a1) =as, Aas= f(az) =a3 und Aaz= f(az) = ay,



also
A- (a1,a2,a3) = (a2,a37a1)7

und man erhilt wie oben

1 0 0
A=|1 -1 1
1 —

Damit ist schon gezeigt, dafl es hochstens eine lineare Abbildung mit den
geforderten Eigenschaften gibt, namlich ¢4; die Probe

1 0 0 1 1
KA(al):A-al = 1 -1 1 1 = 1 = a9,

1 -1 0 1 0

1 0 0 1 1
KA(ag):A-(zQ = 1 -1 1 1 = 0 = as,

1 -1 0 0 0

1 0 0 1 1
gA(ag):A'ag = 1 -1 1 0] = 1 = ag,

1 -1 0 0 1

beweist nun, daf§ f = ¢4 auch das Gewiinschte leistet.
51. Fiir einen Vektorraum V' mit dim(V) < oo ist die Aquivalenz
Es gibt ein f : V' — V linear mit Kern(f) = Bild(f) <= dim(V) gerade

zu zeigen; fiir dim(V') = 0 ist V' = {0y}, und fiir die Nullabbildung f : V — V
gilt Kern(f) = {0y} = Bild(f). Sei daher im folgenden dim(V') € N,

e Fiir ,—* existiert also ein Endomorphismus f : V — V von V mit
Kern(f) = Bild(f), so daB sich schon die Beziehung

dim (Kern(f)) = dim (Bild(f)) =n  firein neN
und folglich mit Hilfe der Dimensionsformel
dim(V') = dim (Kern(f)) + dim (Bild(f)) =n+n =2n

ergibt; damit ist dim(V") gerade.

o Fiir ;<= ist dim(V') gerade, also dim(V) = 2n fiur ein n € N, und wir
wéhlen eine Basis by,...,b,,b511,...,b2, von V. Gemifl dem Prinzip der
linearen Fortsetzung existiert nun eine lineare Abbildung f : V — V mit

Oy, firj={1,...,n},
f(by) = 5 i 7 —
ion, fir j={n+1,...,2n}.

Damit erhalten wir zum einen

bi,....b, € Kern(f) ={ve V| f(v) =0y},



also
(b1, ...,b,) € Kern(f) und damit n < dim(Kern(f)),
sowie zum anderen
by,...,b, € Bild(f) ={f(v) | veV},

also
(by,...,b,) C Bild(f) und damit  n < dim(Bild(f)),

woraus sich mit der Dimensionsformel
2n < dim(Kern(f)) + dim(Bild(f)) = dim(V) = 2n

und damit
dim(Kern(f)) = n = dim(Bild(f))

und folglich
Kern(f) = (by,...,b,) = Bild(f)

ergibt.
52. a) Wir zeigen mit Hilfe des Unterraumkriteriums, dafl
fO)={f(w) [ueU} W

ein Unterraum von W ist:

e Wegen 0y € U gilt
Ow = f(0y) € f(U).

e Fiir alle wy, wy € f(U) gibt es uy, us € U mit f(uy) = wy, f(ug) = wo,
und wegen u; + uy € U ergibt sich

wy + we = f(ur) + f(uz) £ aditiv fur +ug) € f(U).

e Fiir alle w € f(U) und A € R gibt es u € U mit f(u) = w, und wegen
A-u € U ergibt sich

New=A-f(u) = fA-u) € f(U).

f homogen

b) Wir zeigen mit Hilfe des Unterraumkriteriums, daf
fX)={veV]flv)eX}

ein Unterraum von V ist:

e Wegen Oy € V mit f(0y) =0y € X gilt

Oy € fH(X).



c)

e Fiir alle vy, vy € f71(X) gilt f(vy1), f(vs) € X, und wegen vy + vy € V
mit
floi+vg) = flor) + f(v2) € X

f additiv

ergibt sich v; + vy € f7HX).
e Fiir allev € f71(X) und A € R gilt f(v) € X, und wegen \-v € V mit
fv) = A flv)eX
f homogen

ergibt sich A\ -v € f~1(X).
Fiir ,=* gilt zunéchst Bild(f) € W, und fiir ,0% sei w € W; wegen der
Surjektivitat von f gibt es ein v € V mit w = f(v) € Bild(f).
Fiir ;<= sei w € W, und wegen Bild(f) = W gibt es ein v € V mit
f(v) = w; damit ist f surjektiv.
Fir ,=—*“ gilt zunéchst Kern(f) 2 {0y}, und fiir ,C* sei v € Kern(f);
damit gilt f(v) = Oy = f(0y), und wegen der Injektivitdt von f folgt
v = Ov.
Fiir ,<="* seien vy, vo € V mit f(v1) = f(v2); mit der Linearitdt von f
ergibt sich f(v; —ve) = f(v1) — f(v2) = Ow, also vy — ve € Kern(f), und
wegen Kern(f) = {0y} folgt v; — vy = Oy, also v; = vs.



