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45. Wir betrachten fiir das durch die drei Parameter r, s, t € R gegebene lineare

Gleichungssystem
r1 + 2 T2 + 2 Ty = 4
2 T + 4 T2 + rI3 =1
ST + x3 4+ txy = 1

die zugehorige erweiterte Koeffizientenmatrix

120 2] 4
24 7 0] 1|;
s 01 t]1

ist nun das Gleichungssystem losbar, so gibt die Anzahl der freien Variablen die
Dimension der Losungsmenge an.

a) Wegen
1 2 0 2| 4 (oL 1 2 0 2 4 - .
24 0|1 |"™S 00 —a] -7 |"™MEY
s 01 ¢t 1 s 01 ¢ 1
1 2 0 2 4
0 0 r —4 —7 | U
0 —2s 1 t—2s| 1—4s
1 2 0 2 4
0 —2s 1 t—2s| 1—4s
0 0 r —4 -7

treffen wir die folgende Fallunterscheidung:
e Fall 1: s # 0. Damit sind

— im Falle r # 0 die Variablen z1, x5, 3 gebunden sowie x, frei sowie
— im Falle r = 0 die Variablen x, x5, x4 gebunden sowie x3 frei;

auf jeden Fall ist das Gleichungssystem losbar und besitzt eine eindi-
mensionale Losungsmenge.



e Fall 2: s = 0. Wegen

1 2 0 2 » 1 2 0 2 ()1

2 4 r 0] 1 ~ 1 00 1 ¢ ~

s 01 t] 1 00 r —4| —
1 2 0 4
0 0 1 t 1
000 —4—rt| =7T—r

sind auf jeden Fall z; und x3 gebunden sowie x5 frei, so dal das Glei-
chungssystem genau dann eine eindimensionale Losungsmenge besitzt,
wenn x4 ebenfalls gebunden ist, also genau im Falle —4 — rt # 0 bzw.

rt# —4.
b) Geméif a) besitzt das Gleichungssystem fiir s # 0 oder s = 0 und rt # —4
eine eindimensionale Losungsmenge; daher kommt eine zweidimensionale

Losungsmenge nur im Fall s =0 und rt = —4 in Frage. Wegen
120 2] 4 120 2 4
o4 r 012001t 1
s 001 t] 1 000O0| —7T—r

ist das Gleichungssystem genau dann losbar, wenn —7 — r = 0 gilt; damit
mufl » = —7 und wegen rt = —4 auch t = % gelten. Fiir diese Wahl der
Parameter ergibt sich als Losungsmenge

4 -2 —14
0 1 0
L=\, [+®-| 5 [+R-| ,
0 0 7
46. Wegen
4 3 o) 0\ 1,21
(A]0) = > =1 2 |0 5
—2a —3a =20 M ol
4 3 « 0 4 3 a |0
0 1a2—1 2-1a3 | 0 | % [0 a?-4 8-0%| 0
0 0 —2+la0/"™\0 0 a®-4]0

treffen wir folgende Fallunterscheidung:

o Fir € R\ {£2} ist a® — 4 # 0 und damit Rang(A) = 3; folglich ist
dim(U) =n — Rang(A) =3—-3=0.

4 3 =2
e Fiir a = —2ist (A|0) ~ [0 0 16 | und damit Rang(A) = 2; folglich ist
00 O

dim(U) =n — Rang(A) =3 -2 = 1.



4 3 2
e Fiir a = 2 ist (40) ~ |0 0 0| und damit Rang(A) = 1; folglich ist
000
1=2.

dim(U) = n — Rang(A) = 3 —

47. a) Wir weisen die Linearitit der Abbildung

ai; ... QAp
Spur : R™" — R, oo =g+ any,
Ap1 ... Qpp
anhand der Definition nach:
e Fiir alle
air ... Qin bll e bln
A= + .. und B=| : .. ¢ | eR™™"
Ap1 - .. Qpp bnl bnn
gilt
a1 +bu ... ai, + b1,
A+ B = : :
an1 + bnl oo Qpp + bnn
und damit

Spur(A+ B) = (aj1 +b11) + ... + (@pn + bup) =
= (a1 + ...+ apn) + (b11 + ... + byyn) = Spur(A4) + Spur(B);

folglich ist Spur zunéchst additiv.

e Lir alle
aiy ... Qip
A= . ¢+ | eR” und NeR
Ap1 ... QApp
gilt
)\'CLH >\'CL1n
ANA=
AoQpl .. A Qpp
und damit

Spur(A-A) = Xap+...+ X app = A (ann+. ..+ au,) = A-Spur(A);

folglich ist Spur auch homogen.
b) Das k-te Diagonalelement der Matrix AB ist

n
ag1big + ..+ Qppbpy = E akibik
i=1



48.

a)

und damit

Spur(AB) - (Z Qi zk) Z Z aibik;

k= 1=1 k=1 i=1

entsprechend ist das [-te Diagonalelement der Matrix BA
bpay + ...+ bypan = Z bijaj

und damit
Spur BA Z (Z bljajl> = Z Z bljajl = Z Zaﬂblj.
=1 \j=1 =1 j=1 j=1 1=1

Nach einer geeigneten Umindizierung (j <> k und ¢ <> [) erkennt man
Spur(AB) = Spur(BA).

.. (10 (0 1 (0 1 9%2 :
FurA_<O O),B_(1 0) undC-(O O)ER gilt

e ABC = (8 8) und damit Spur(ABC) = 0 sowie
00 .
e BAC = <0 1) und damit Spur(BAC) = 1.

Aus AB — BA = \E, ergibt sich
n- A= Spur(AE,) = Spur(AB — BA) 5 Spur(A B) — Spur(B A) 5 0,

wegen n # 0 also A = 0.

Zum Nachweis der linearen Unabhéngigkeit der Vektoren v,...,v, € V
seien \i,..., A, € R mit

A v+ .o+ A, v, = 0y
Aus dieser Beziehung erhalten wir mit der Abbildung f : V — W dann
fOr-v+...4+ X -v,) = f(0y),
und wegen der Linearitéit von f ergibt sich
A flo) 4+ .o+ A f(vn) = 0w

Da die Vektoren f(v1),. .., f(v,) € W nach Voraussetzung linear unabhéngig
sind, folgt Ay = ... =\, = 0; damit sind vy,...,v, € V linear unabhéngig.

Die Kontraposition zu a) lautet
v1,...,0, linear abhidngig =— f(v1),..., f(v,) linear abhéngig

fir alle vq,...,v, € V. Da diese zur Aussage von a) logisch dquivalent ist,
ist auch sie allgemeingiiltig.



c) Die Umkehrung von a)
U1, ..., 0, linear unabhéngig = f(v1),..., f(v,) linear unabhéngig

fiir alle vy, ..., v, € V ist unter der Voraussetzung, dafl die lineare Abbildung
f 'V — W injektiv ist, giiltig. Zum Nachweis seien Aq,... )\, € R mit

A flo) + .o+ A f(on) = Ow.
Wegen der Linearitdt von f ergibt sich zunéchst
fOq-vi+... 4+ N v) = f(0y)
und wegen der Injektivitdt von f dann
Alrvr+ .o+ A v, = 0y

Da die Vektoren v, ..., v, € V nach Voraussetzung linear unabhéngig sind,
folgt A\; = ... =\, = 0; damit sind f(vy),..., f(v,) € W linear unabhéngig.



