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Tutorium zur Vorlesung ,,Lineare Algebra und
analytische Geometrie I (Unterrichtsfach)*
— Bearbeitungsvorschlag —
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sowie

0 1 -1 1 2 3 11 1
B-A=1|1 -1 2|12 0 -2]=1(10 —1
2 3 -1 1 -1 =3 75 3

Der Rang einer Matrix dndert sich nicht unter elementaren Zeilenumformungen;
bei einer Matrix in Zeilenstufenform stimmt er mit der Anzahl der von Nullzeile
verschiedenen Zeilen, also mit der Anzahl der Pivots, iiberein. Wegen

1 2 3 1203 ) (123 123
A=12 0o 2" 0 -4 =8 %" (01 2] ~ (012
1 -1 -3/ " \o -3 -6/ ™) \o 12/ "o o0 o0
ist daher Rang(A) = 2, und wegen
0 1 -1 1 -1 2
B=[1 -1 2 ~ |0 1 -1 ~
5 3 1) wl\y o ) w2
1 -1 2 1 -1 2
~ 0 1 =1 ~ 0o 1 -1
0 5 _5) g o g
ist Rang(B) = 2. Des weiteren erhdlt man wegen
8§ 8 0 1 1 0 110
AB=(-4 =4 0|~ [-4 =4 0| =" {000
7 -7 0/ \-7 =7 0/ "™ \0 0 0
zum einen Rang(A - B) = 1 und wegen
11 1 1 1 1 1 1 1
B-A=[10 1] %= [0 =1 =2|] ~ [0 -1 -2
N L Y AL P

zum anderen Rang(B - A) = 2; es gilt hier also Rang(A - B) # Rang(B - A).



42. Es gilt

1 2 3 4 5| 4 1 2 3 4 5 4
10333 3] 3 II—1I 0 3 3 3 3 3 1%
Mo=1701 342 |mlo 2 2 -1 1] 2 |~
21 3 7 91| ¢ 0 -3 -3 -1 —-1]| t-—28
1 2 3 4 5 4
- 0 1 1 1 1 1 T+ 211
0o -2 -2 -1 -1 -2 IV+3II
0O -3 -3 -1 —-1]| t—28
1 2 3 45 4 1 2 3 45 4
- 01111 1 IV 2111 01111 1
00011 0 00011 0
000 2 2| t-—5 000 O0O0]| t—5

a) Mit obiger Rechnung ergibt sich sofort

(A]0) ~

S O O
SO =N
OO = W
O = =
O = = Ot
o O O O

damit ist
Rang(A) = 3, also dim(Lp) =5 — Rang(A) =5 —3 = 2,

und mit der Wahl der freien Variablen z3 = 1 und z5 = 0 sowie 3 = 0 und
s = 1 erhilt man fir Ly die beiden Basisvektoren

—1 -1
—1 0
uy =1 1 sowie up= | 0
0 —1
0 1
b) Wegen
1 2 3 4 5 4
01 1 11 1
A ~1 90011 o
00 0O0O0] t=5

erhilt man

3, fallst =25,

R A)=3 d R Alb) =
ang(4) . ang(4 ) {4, falls t # 5;

damit ist das inhomogene Gleichungssystem A -z =0



o fiir ¢ # 5 wegen
Rang(A) =3 # 4 = Rang(A|b)

unlosbar sowie
e fiir £ = 5 wegen
Rang(A) = 3 = Rang(A|b)
l6sbar, wobei sich mit der Wahl der freien Variablen 3 = 0 und x5 = 0
die partikulére Losung
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ergibt.
c) GeméiB a) und b) gilt:
e Fiir t # 5 ist das Gleichungssystem A - x = b unlésbar, also L = ().
e Fiir t = 5 ist das Gleichungssystem A -z = b losbar, und die Losungs-

menge ist
2 -1 -1
1 —1 0
L=x,+Ly=|0|+R-| 1 | +R-| O
0 0 -1
0 0 1

43. Das lineare Gleichungssystem A -z = b mit der Koeffizientenmatrix A € R™*"
und der rechten Seite b € R™ ist genau dann losbar, wenn

Rang(A) = Rang(A|b)
gilt; in diesem Fall gilt fiir die Dimension d des Losungsraumes

d =n — Rang(A).

Hier ist
1 2 0 « 1
A=[2 6 -2 0 | eR¥ und b= 0 e R
36 a o 3+ 0
a) Wegen
1 2 0 « 1
Ap) =2 6 -2 0 0 111?211
36 a a*| 348 -
1 2 0 «Q 1
s 0 2 -2 —2a —2
00 o a’?=3a]| B

treffen wir die folgende Fallunterscheidung:



e Im Fall o # 0 ist
Rang(A) = 3 = Rang(Alb);
damit ist das Gleichungssystem (unabhéngig von () losbar, und es gilt
d=4-3=1.
e Im Fall o =0 ist

2, falls g =0,

R A)=2 d R Alb) =
ang(4) =2 und  Rang(AJ}) {3’ Bl 520

damit ist das Gleichungssystem genau dann losbar, wenn = 0 ist, und
esgiltd=4—-2=2.

b) Im Fall o = 8 = 0 ergibt sich

12 0 0| 1
(Alp)~ 11 0 2 =2 0| -2 ~
00 0 0| 0o )21
12 0 0 1 10 2 0ol 3
w01 10| 1|~ 101 -10]-1]:
00 0 o 0o /)" \oo0o 0o of o

damit sind x3 und z4 die freien Unbestimmten, und man erhélt die Losungs-
menge

3—2A\ 3 -2 0
A—1 —1 1 0
L= N | A ueR = o | T R- LT R- 0
W 0 0 1
Im Fall a = 8 =1 ergibt sich
12 0 1 1 1 20 1 1
Ab)~ |02 =2 -2 2| ~» [020 6|0~
00 1 —2| 1 )"\ o001 —2]1)3"
1 2 0 1 1 100 7 1
~ 1010 =3[0 ~ 010 =3]0];
001 —2[1/)™\oo0o1 21
damit ist x4 die freie Unbestimmte, und man erhalt die Losungsmenge
1—7A 1 =7
3A 0 3
L=aliqon|[AER =1 [ TR | 5
A 0 1

Fiir einen Vektor v € V betrachten wir seinen Koordinatenvektor p(v) € R*
beziiglich der Basis by, by, b3, by von V. Damit bilden die Vektoren

vlza-b1+5-b4, U2:a'b2+5'bg, ngﬁ'bz—i-a'bg, 114:5'[)1—1-04'64



genau dann eine Basis von V', wenn ihre Koordinatenvektoren
0 0
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eine Basis von R* bilden; dies ist aber genau dann der Fall, wenn die Matrix

a 0 0 p
A= (plon), plow), plos), plon)) = | G 0 ¢ | em
6 0 0 «
invertierbar ist, also det(A) # 0 gilt. Wegen
a 0 0 p
a B 0 00 8
det(4) = || p g 8 a8 o 0f+H-D)T gl 8 0| =
30 0 a 0 0 « 6 a 0
M (-1 an (3 0B (1) ]
:aQ-g g— 2% g‘: oF = 5% =B (o = ) = (o —/32)2

sind also die Vektoren vy, vy, v3, v4 genau dann eine Basis von V', wenn
(@2 =) #0 = o - #0 < a#+f

gilt.
b) In Abhéngigkeit von den Parametern «, 5 € R ist der von den Vektoren

« 0 0 B
po) = | o |- pe =G0 peo=| 0] plen =g
B 0 0 a

aufgespannte Unterraum W = (p(vy), p(vs), p(vs), p(v4)) C R* sowie der von
der Vektoren vy, vy, v3, v4 aufgespannte Unterraum U = (v, vg,v3,04) C V
zu betrachten.

e Im Fall o # +f ist die Matrix A = (p(v1), p(v2), p(vs), p(vy)) € R4
gemif a) invertierbar; folglich sind p(vq), p(v2), p(vs), p(vy) linear un-
abhéngig, und es gilt dim(W) = dim(U) = 4.

e Im Fall a = 0 sind p(vy) = £p(v1) und p(vs) = £p(ve), woraus sich
U = (p(v1),p(vq)) ergibt; fiir 8 # 0 sind p(v1), p(vs) linear unabhéngig
und damit dim(W) = dim(U) = 2, und fiir 5 = 0 ist W der Nullraum
mit dim(W) = dim(U) = 0.



