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37. a) Esist U= (vy,v9,v3,v4) C R* der kleinste Unterraum von R*, der die vier
Vektoren
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enthilt; wir weisen nach, dafl U C R* ein echter Unterraum von R* ist. Sei
dazu A = (v1, va, v3,v4) € R4 Wegen
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die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems A - x = 0; damit sind
(—)\>"01+<—>\)'U2+/\'U3—|—)\"U4:0

fiir A € R alle Darstellungen des Nullvektors 0 als Linearkombination von
v1, Vg, U3, v4. Etwa fiir A = 1 erhalten wir

—v1 — vy +v3+ vy =0, also Vg = U1 + Uy — U3,

weswegen U = (v, v, v3) bereits durch die drei Vektoren vy, vy, v3 erzeugt
wird; damit ist dim(U) < 3, insbesondere also U C R%.
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Genauer ergibt sich mit Hilfe der Matrix A’ = (vy,v9,v3) € R**? wegen
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die lineare Unabhéngigkeit der Vektoren vy, vs, v3; damit bilden diese bereits
eine Basis von U, und es ist dim(U) = 3.

Ein Vektor b € R* liegt genau dann im Unterraum U, wenn er Linearkombi-
nation der Vektoren vy, vy, v ist, also das lineare Gleichungssystem A’-z = b
16sbar ist. Wegen
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U={beR"|3b;—by—3bs+by=0}.

Sei U = (by,be,b3) C V der von den drei (nicht notwendigerweise linear
unabhéngigen) Vektoren by, by, b3 aufgespannte Unterraum des reellen Vek-
torraums V. Damit ist U = {0} der Nullraum, oder es 148t sich nach dem
Basisauswahlsatz aus dem Erzeugendensystem b1, by, b3 von U eine Basis
von U auswéhlen; auf jeden Fall gilt aber

d = dim(U) < 3.

Da nun hochstens d Vektoren aus U linear unabhéngig sein kénnen, sind die
vier Vektoren

vy = by + by + bs, vy = by + 2 by + 3 b3,

U3:2b1+362+b3 und U4:3b1+b2+2b3,
die als Linearkombinationen von by, by, b3 in U liegen, sicher linear abhéngig.

Sei p : V — R3? die bijektive Abbildung, die jedem Vektor v € V seinen
Koordinatenvektor p(v) € R? beziiglich der Basis by, by, by von V zuordnet;
damit ist
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Mit A = (p(v1), p(ve), p(vs)) € R gilt
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det(A)=1{1 2 3| = (24+34+6)—(4+9+1)=-3#0;
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damit sind die Koordinatenvektoren p(vy), p(vs), p(vs) € R3 und folglich
auch die Vektoren vy, v, v3 € V' linear unabhéngig.

Alternativ 148t sich die lineare Unabhéngigkeit der Vektoren vy, v9, v3 € V
auch gemé&f der Definition, also ohne Riickgriff auf die Koordinatenvektoren
p(v1), p(v2), p(vs) € R? zeigen: seien dazu A;, Ay, A3 € R mit

AU+ Ao - vg 4 As - vz = Oy,
also
A (by+ba+03) + Aa - (b1 + 2Dy + 3b3) + Az - (201 + 3by + b3) = Oy
und damit
(A +X+2X3) b1+ (A +2X+3X3)-ba+ (A1 +3 A2+ A3) - b3 = 0y
Aufgrund der linearen Unabhéngigkeit von by, be, b3 folgt daraus
AMHA+20=0, M+2XM+3X=0, M +3X+A3=0,

damit Aos + A3 = 0 und 2y — A3 = 0, also Ay = 0 und A3 = 0 und somit
auch A; = 0. Damit sind die Vektoren vy, vy, v3 linear unabhéngig.

Wir bestimmen zunéchst die Losungsraume
U={zeR'|A-2=0} und W={zeR' | B-z=0}

der linearen Gleichungssysteme A -2 =0 und B -z = 0 mit
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A=1[1 1 =2 0 und 1 =2 3 —2| eR¥>*,
1 -1 -2 2 1 1 -3 1

Wegen
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sind z3 und x4 die beiden freien Variablen, und das lineare Gleichungssystem
A - x = 0 besitzt genau die Losungen
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fiir A1, Ao € R. Damit ist u; = e =1 ein Erzeugendensystem
0 1

von U; da uy, us zudem linear unabhéngig sind, bilden sie eine Basis von U.

Wegen
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sind z3 und x4 die beiden freien Variablen, und das lineare Gleichungssystem
B -z = 0 besitzt genau die Losungen
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T = 1 e + po 0
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fiir gy, po € R. Damit ist w; = Llrwe=1| o | en Erzeugendensystem
0 1

von W; da wq, wy auch linear unabhéngig sind, bilden sie eine Basis von W'.

Damit liegt ein Vektor z € R* genau dann im Durchschnitt U N W, wenn
€s )\17 )\27 K1y 2 € R mit

2 /\1 — /\2 M1
)\2 2 M1 — M2
= r = s
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also

201 — Ay =, Ao =2y — pa, AL = und Ao = fig,
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gibt; dies ist aber zu A\; = Ay = p1 = ps gleichwertig. Folglich ist

T=MA "0 mit v =

—_ = = =

demnach gilt UNW =R - v.

Geméf a) bilden uy, uy eine Basis von U sowie wi, wy eine Basis von W;
damit gilt

dim(U)=2  und dim(W) = 2.
Da v, uy (oder auch v, us) zwei Vektoren aus U sind, die offensichtlich linear
unabhéngig sind, bilden sie wegen dim(U) = 2 schon eine Basis von U.

Entsprechend sind v, w; (oder auch v, wy) zwei Vektoren aus W, die of-
fensichtlich linear unabhéngig sind; folglich bilden sie wegen dim(W) = 2
ebenfalls schon eine Basis von W.

Des weiteren ist v # 0 eine Basis von U N W, woraus sich dim(UNW) =1
und mit der Dimensionsformel

dim(U + W) = dim(U) + dim(W) — dim(U N W) =2 +2—1=3

ergibt; wegen
U + W = </07u1> + <’U,U)1> = <U7u17w1>

bilden die drei Vektoren v, uy, w; ein Erzeugendensystem von U 4+ W und
sind damit wegen dim(U + W) = 3 schon eine Basis.

Die Dimensionsformel fiir Summe W; + W5 und Durchschnitt W; "W, zweier
Untervektorrdume W; und W; eines reellen Vektorraums V' lautet

dim (Wy + W) + dim (W; N Wy) = dim W, + dim W,

Fiir V = R® und Untervektorrdaume W; und W5 von V der Dimensionen
dim Wy = 3 und dim Wy = 3 gilt wegen W, N Wy C W, zum einen

dim (W7 N Ws) < dim W; =3
sowie wegen W, + Wy C R® zum anderen

dim (W) + W,) < dimR® = 5,
so daf} sich unter Verwendung der Dimensionsformel dann

dim (W) N Wa) = dim Wy + dim W, — dim (W; + W) > 3+3—5 =1

=3 =3 <5

ergibt. Zusammenfassend erhalten wir also
dim (Wl N WQ) S {1, 2, 3}

und haben diese drei moglichen Werte noch zu belegen:



o Fiir Wy = (eq, €9, e3) und Wy = (e3, 4, €5) ist WiNWy = (e3) und damit

o Fiir Wi = (e, eq,e3) und Wy = (eq, e3,€4) ist Wi N Wy = (eg, e3) und
damit dim (W, N Wy) = 2.

o Fiir W; = (eq, e, e3) und Wy = (eq, €9, e3) ist Wi NWo = (€1, €9, e3) und
damit dim (W; N W) = 3.



