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29. a) Die Vektoren vy, vy, v3 bilden genau dann eine Basis von R?, wenn die Matrix
A = (v1,v9,v3) € R*3 invertierbar ist. Wegen

111
det(A) =11 2 3|=(2t+34+3)—2+9+t)=t—-5
1 3¢t

ist dies genau fiir ¢ # 5 der Fall.

b) Die Koordinaten des Vektors v € R3 beziiglich der Basis vy, v9, v3 sind genau
die Koeffizienten der Losung 2 € R? des Gleichungssystems A - z = v; da
nun A invertierbar ist, gilt x = A~ - v mit

2t—-9 3—-t 1

1 ~ 1
Al = A=—— 13-t t—1 =2
det(A) t—5 1 o
1 1 -1
Firt=4istalso A'=| 1 -3 2 |, und man erhilt:
-1 2 -1

e ¢ =1-vy+1-vy+(—1)-v3; damit sind 1, 1, —1 die Koordinaten sowie
v1, U2, —v3 die Komponenten von e; beziiglich der Basis vy, vo, v3.
e ¢y =1-v1+(—3) v+ 2 v3; damit sind 1, —3, 2 die Koordinaten sowie
v1, —3 v, 2v3 die Komponenten von ey beziiglich der Basis vy, vs, v3.
e e3=(—1)-v1+2 vg+ (—1) - v3; damit sind —1, 2, —1 die Koordinaten
sowie —uvy, 2v9, —v3 die Komponenten von es beziiglich der Basis vy,
V2, V3.
3 =3 1
Firt=6istalso A~' = | -3 5 —2], und man erhilt:
1 -2 1
e ¢; =3 v+ (—3) v+ 1-v3; damit sind 3, —3, 1 die Koordinaten sowie
3v1, —3 9, v3 die Komponenten von e; beziiglich der Basis vy, vs, v3.
® ¢y =(—3)-v1+5-v9+ (—2) - v3; damit sind —3, 5, —2 die Koordinaten
sowie —3 vy, 5 vy, —2 v3 die Komponenten von ey beziiglich der Basis vy,
Vg, V3.
o e3=1-v;+(—2)-vy+1-v3; damit sind 1, —2, 1 die Koordinaten sowie
v1, —2v9, v3 die Komponenten von ez beziiglich der Basis vy, v, vs.



c) Sei zunéchst ¢t = 5. Wegen

1 1 1] g 1 11 Uq
(Aw)=| 1 2 3| w iﬁ 001 2| up—u |~
1 3 5 Us 0 2 4 Uz — Uy
1 0 —1 2u; — U
01 2 Uy — U7
00 O U3 — 2Ug + Uy

ist das lineare Gleichungssystem A - x = u genau dann losbar, der Vektor u
also genau dann Linearkombination von vy, vy, v3, wenn fiir seine Koeffizi-
enten u; — 2us + ug = 0 gilt. Folglich ist

(v1,v9,v3) = {u € R® | uy — 2uy + us = 0}.

Speziell fiir u = 0 ergibt sich

11110 10 —-1]0
(Alo)= 1 2 3|0 ]~ 01 2 0 1;
13510 00 O 0
A
damit ist L = —2A | | A€ R} die Losungsmenge des linearen Glei-
A
chungssystems A - x = 0. Folglich sind

)\'U1+(—2>\)'U2+)\"U3:0

fiir A € R die Darstellungen des Nullvektors als Linearkombination der vy,
vy, V3.
Sei nun ¢t = 6; geméB a) bilden also vy, vy, v3 eine Basis von R3. Demnach
gilt:
e vy, Uy, v3 sind ein Erzeugendensystem von R3; also (vy, vy, v3) = R3.
® vy, VU9, v3 sind linear unabhéngig; damit ist der Nullvektor nur als triviale
Linearkombination 0 - v; + 0 - vy + 0 - v3 = 0 darstellbar.

30. a) Sei A= (vy,vs,v3,v4) € R4 Wegen

111610 1 1 1 610
110 50 0 0 —1 —110
A =1101 4ol 1o 21 0 —2|™
01 1 30 01 1 310
1 1 1 6|0 10 0 310 100 3|0
0 1 1 30| (o1 1 3| _|0o102]0
0 -1 0 —2/0 00 1 110 001 110
0 0 -1 —1/0 00 —1 =110 000 0l0



. -2 : ) . .
istx=| M1 fiir jedes u € R eine Losung des linearen Gleichungssystems

1
A-x=0. Etwa fiir y = —1 ergibt sich 3-v; +2 vy +1-v3+ (=1) - vy = 0.
Damit sind vy, vs, v3, v4 linear abhéngig.

b) Sei A; = (vq,v3,v4) € R*™3. Wegen

11610 1 1 610 1 0 510
10 50 0 —1 —110 0 -1 —110

AdD="1o 1 400110 1 4ol |0 o 30|~
11 3]0 0 0 -3]0 0 0 —310

10 5|0 10 5|0 10 0|0

o1 1jo|l fo 1 1jo]_[o 10

00 30 00 110 00 110

00 0l0 00 0]0 00 0l0

besitzt das lineare Gleichungssystem A;-x = 0 nur die triviale Losung z = 0;
damit sind die Vektoren vy, v3, v, linear unabhéngig.

Sei Ay = (v1,v3,v4) € R¥*3. Wegen

11610 11 6|0 10 5|0
10 5|0 0 -1 —1]0 0 -1 —1l0
AL0)=117 400110 0o —2l]™lo 0o 1|
01 30 0 1 30 0 0 20
10 50 10 00
01 10 01 0o
AN
00 10 00 10
00 2o 00 00

besitzt das lineare Gleichungssystem As-z = 0 nur die triviale Losung = = 0;
damit sind die Vektoren vy, vz, v, linear unabhéngig.

Sei A3 = (Ul,’UQ,’U4) S R4*3. Wegen

11 6]0 00 1/0 00 10
11 5/0 11 50 11 0]0
Al0=11 0 400! 110 4ol |1 00|
01 30 01 30 01 01/0
00 10 10 0lo0
00 00| _fo10]0
10 010 00 10
01 0l0 00 0l0

besitzt das lineare Gleichungssystem Az-z = 0 nur die triviale Losung = = 0;
damit sind die Vektoren vy, vy, v4 linear unabhéngig.



31.

Sei Ay = (v1,v2,v3) € R*3. Wegen

11 1]0 1 1 ]o 11 1]0
11 0]0 0 10 00 10
(A4|0)_1010W 0— 0 01 0l0
01 10 0 10 0]0

00 0l0 10 0lo0

00 1jo| |o 10l

01 0l0 00 10

10 010 00 0l0

besitzt das lineare Gleichungssystem A4-z = 0 nur die triviale Losung = = 0;
damit sind die Vektoren vy, v9, v3 linear unabhéngig.

c) Mit a) erhélt man
o v =(—2)- vng(—%) U3+§ Vs,
e vn=(-2) v+ (-1 vs+3
o v3=(=-3) v+ (-2) - va+1- v4und
e yy=3-v1+2-v3+1-v3.

a) Fiir A= (vy,ve,v3,v4) € R4 gilt

10 5 110 10 5 110
12 2 40lu1 |0 2 =3 310
=101 2 1lo]walo1 =2 1 o] ulin
11 1 010 01 —4 —-11/0
10 5 110 10 5 110
01 -2 10111;)21101—2 1 (0 -
0 2 -3 3 |10)wv-uo]|0O0 1 1 (0] v4om
01 —4 —110 00 —2 =210
10 5 110 10 0 —410
01 -2 110 1511 010 3|0
00 1 10)mg2rm|O O 1 1 |0
00 0 010 000 0|0
4p
Damit ist = __BM € R* fiir alle 4 € R eine Losung des linearen
I
Gleichungssystems A - x = 0; etwa fiir 4 = 1 ergibt sich die nichttriviale

Linearkombination
4'U1—|—(—3)‘U2+<—1)"U3+1‘?}4:0

des Nullvektors aus den Vektoren vy, vs, v3, v4. Insbesondere sind damit die
Vektoren vy, vy, v3, vy linear abhéngig.



b)

32. a)

Nach a) ist v3 =4 - vy + (=3) - v3 + 1 - vy, insbesondere also V' = (vy, vg, v4).
Fir A’ = (Ul, Vo, U4) e R4x3 gllt

(A'10) =

—_ O = =
— =N O
O = s =
o O OO
$
S O O =
O O = O
O = ==
o O OO

Damit ist = 0 die einzige Losung des linearen Gleichungssystems A’-x = 0;
damit sind die Vektoren vy, vs, v4 linear unabhéngig und eine Basis von V.

Fiir B = (v1, 2, v4,b) € R gilt

1 01 b 1 0 1 by
112 4 by -t (002 3 —=bi+by|
det(B) = 01 1 b3l v |01 1 bs 1. Spalte
1 1 0 by 01 =1 —by+0by
2 3 —=by+by 0 1 —by+by—20s
= (=" 11 1 by 220y g b _
1 -1 —bl + b4 III-I1 0 -2 —bl . b3 + b4 1. Spalte
(1) 1 —bi+by—2bs|

—2  —by—bg+by|
= —((—bl —b3+b4) — (—2)(—61 + bs —253)) =3b; —2by+5by — by

Damit ist vy, vs, v4, b genau dann eine Basis von R?, wenn
3by —2by+5b3— by #0

gilt; insbesondere lassen sich vy, v9, v4 mit einem beliebigen Einheitsvektor
zu einer Basis von R* ergéinzen.

Wir weisen anhand der Definition nach, da§ die Polynome 1, X, X2 X3
eine Basis von Pol3(R) bilden:

e Jedes Polynom f € Pol3(R) besitzt die Gestalt
f: CL3X3+CL2X2+G,1X—|—CLO

mit Koeffizienten ag, aq, as, a3 € R und ist damit eine Linearkombina-
tion der gegebenen Polynome 1, X, X2, X3, folglich sind 1, X, X?, X3
ein Erzeugendensystem von Pols(R).

e Seien Ai, Ag, A3, Ay € R mit

/\11+)\2X+)\3X2+)\4X3:O,

damit ist aber
M2+ XX+ 0 X+ =0

das Nullpolynom, und der Koeffizientenvergleich liefert Ay = 0, A3 = 0,
Ao = 0 und \; = 0. Folglich sind 1, X, X2, X3 linear unabhiingig.



Entsprechend zeigt man, daf8 die Polynome 1, X, X2, ..., X" 1, X" cine
Basis von Pol,(R) bilden.

b) Seien by =1,by =X +1,b3=X?+ X +1und by = X3+ X? + X + 1 sowie
<b17 b27 b37 b4> g P013<R)

e Wegen
1 = by € (b, by, b3, by),
X = by—0b € <b1,62, b37b4>a
X2 == b3 - bQ < <b17 b2a b37 b4> und
X3 = b4_b3 S <b17627b37b4>
gilt

P013<R) = <]'7X7 X27X3> g <b17b2)b37b4>)

und damit bilden b, by, b3, by ein Erzeugendensystem von Pols(R).
e Seien A, A2, A3, Ay € R mit

)\1'b1+>\2'b2+)\3‘b3+)\4'b4:0
und folglich
>\4X3+()\3+>\4>X2+()\2+)\3+>\4>X+(A1+)\2+)\3+)\4)207

der Koeffizientenvergleich liefert Ay =0, A3+ X4, =0, o + A3+ Ay =0
und Ay + Ao+ A3+ Ay = 0, also auch A3 =0, \y = 0 und \; = 0. Damit
sind by, by, b3, by linear unabhéngig.

Insgesamt bilden also auch by, by, b3, by eine Basis von Pol3(R).



