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1 3 5 by
25. Seien A = (v, v9,v3) = | 4 —2 6] € R¥3 sowie b= | by | € R3. Wegen
2 8 4 b
1 3 5| b 1 3 5 by
A= 4 =2 6] b | =0 —14 —14| by—4b,
2 08 4| by )TN0 14 14 | by+2b
1 3 5 by
- |0 —14 —14 by — 4B,
THEN 0 0 0 | bytby—2b

ist das lineare Gleichungssystem A -z = b genau dann losbar, der Vektor b also
genau dann Linearkombination von vy, vy, v3, wenn b + by — 2 b; = 0 gilt. Damit

15t
3
v= 15 wegen 245—-2-3=1#0
2
keine Linearkombination der vy, vq, v3, wihrend
9
w= | 8 wegen 10+8—-2-9=0
10

eine Linearkombination der vy, vy, v3 darstellt. Zur Ermittlung der Koeffizienten
betrachten wir das lineare Gleichungssystem A - x = w:

1 3 5|9 1 3 5 9
(Alw) = 4 -2 6| 8 |~ 0 —14 —14| —-28
-2 8 4| 10 0 O 0 0
1 35]9 10 23
~ 01 1| 2 ~ 01 1| 2
%) \ooolo/ ™ \ooo0|o
3—2)
Damit ist L = 2— X | | A€ R} die Losungsmenge von A - x = w; etwa fiir
A

A=1lerhdlt man w=1-v1+1-vy+1-0v3.



1 2 3 by
. 2 3 3 4x3 . by 4
26. Seien A = (v, v9,v3) = € R* sowie v = € R*. Wegen
301 b3
4 1 1 ba
1 2 31| b 1 2 3 by
(Afv) = 2 3 3| by 121 0 -1 -3 by — 2y
3 0 1| bg |Jm-s,v-ar| 0 —6 =8 bs — 3b;
4 1 11| by 0 =7 =111 by—4b
1 2 3 by
11611 0 -1 -3 by — 2b; -
w-m| 0 0 10 bs +9b; — 6by IV—III
0 0 10 | by+10by — Tbhy
1 2 3 by
0 -1 -3 by — 20Dy

0 0 10 bs +9b; —6by
0 0 0 by 4+ by — by — bs

ist das lineare Gleichungssystem A - x = v genau dann lésbar, der Vektor v also
genau dann Linearkombination von vy, ve, v3, wenn by — by — b3 + by = 0 gilt.
Damit ist

N — O

wegen 0—1—-244=1+#0
4

keine Linearkombination der vy, vq, v3, wihrend

wegen 1-1-141=0

g
I
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eine Linearkombination der vy, vy, vg darstellt. Zur Ermittlung der Koeffizienten
betrachten wir das lineare Gleichungssystem A - x = w: wegen

12 3] 1 1 2 3] 1
23 3|1 0 -1 —3| -1
Ay =1350111 "o 0o 10] 4
41 111 00 01 0

1
5

ist © = —% € R? die einzige Losung von A - 2 = w; damit erhélt man die

(S]]

(eindeutig bestimmte) Linearkombination

1 1 +2
W= -V — = Uy + = Vs.
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27. Seien A = (vi,v9,v3,v4) = [1 0 1 1] € R¥ sowie v = [ by | € R3. Wegen
0111

bs
110 1] b 1 1 01 by
011 1|6 /""\o 1 11 b i
1 1 01 by
0 -1 10 by — by
0 0 2 1| bytby—b

ist das lineare Gleichungssystem A -x = v fiir jede rechte Seite v € R3 lésbar;
folglich ist jeder Vektor v € R? Linearkombination von vy, vs, vs, vy, d.h. diese
Vektoren bilden ein Erzeugendensystem des R3. Wegen

110 1|1 1 1 01 1
(Ae)=( 101 1|0 ]~]0-110]| -1
01110 0 0 2 1| —1
ist L
33
L1y
L, = 2, 21>\ |AeR
T2 2
A

fiir alle A € R. Wegen

1 1010 1 1 0 1] 0
(Ales) = 1 01 1)1 > 0 -1 101
01 1 1] 0 0O 0 2 1] 1
ist L
372
—1_ 1y
LQZ 12 12A |>\€R
27 2
A

die Losungsmenge von A - x = eg; damit ist

1 1 1 1 1 1
€y = (5—5)\)’014-(—5—5)\)@24—(5—5)\)?}34‘)\’1}4

fiir alle A € R. Wegen

1 101]0 1 1 01]0
(Ales)=[ 101 1] 0] ~|0-110]0
011 1]1 0 0 2 1|1



1 1 1 1 1 1
€3 = (—5—5)\> 7)1—|— (§—§>\) UQ"’ (§—§>\) U3—|—)\U4
fir alle A € R.

28. Zum einen ist

6

vp=[1] = 1-w +1-ws € (wy,wsy),
4
4

Vo = 2 = 2'1U1‘|‘1'1U2€<1U1,’LU2>,
—1
2

V3 = —1 = (—1)‘?U1+0‘UJ2€<U)1,1U2>,

5)

also (v, vg,v3) C (wy, ws), und zum anderen

-2

wy = | 1 = 0-v14+0 v+ (1) -v3 € (v1,v9,03),
-5
8

wy=10] = 1-v14+0-v+1-v3€ (vy,v9,03),
9

also (wy,wy) C (v, v9,v3). Insgesamt erhélt man also (v, va, v3) = (wy, wa).

Alternativ kann man auch die Vektoren in (vi,ve,v3) und (w,ws) explizit be-

stimmen:
6 4 2 by
Fir Ay = (v,v0,v3) = |1 2 1] €eR¥>*3undb= [y | € R3ist
4 -1 5 b3
6 4 2| b 1 2 —1]| b
A D)= 1 2 =1 by |~ |6 4 2 |b |
4 -1 5 by loll 4 5 by 141
1 2 -1 by 1 2 -1 b
~ 0 =8 8 | b —6by ~s 0 -8 8 by — 6 by ;
0 —9 9 | by—dby ) W50 (o 0 0 | byt+2by—20



damit ist das lineare Gleichungssystem A; - z = b genau dann l6sbar, der Vektor
b also genau dann Linearkombination von vy, vy, v3, wenn

11 9
b3+zb2—§b1:0 bzw. 9b1—22b2—8b3:0

gilt, weswegen sich

<Ul,U2,U3> = {b€R3 | 9b1—22b2—8b3:0}

-2 8 by
ergibt. Ferner ist fiir Ay = (wi,wo)= [ 1 0| eR¥2und b= [ by, | € R?
-5 9 bs
-2 8 bl 1 0 bQ
(AQ | b) = 1 O b2 S -9 8 bl IH«»—?I
5 9| by )N 5 g g, )
10 by 10 by
0 9| by+5by ) T\ 0 0 by+Lby— 20,

damit ist das lineare Gleichungssystem A, -z = b genau dann l6sbar, der Vektor
b also genau dann Linearkombination von vy, vy, v3, wenn

bg—i—%bz—gblzo bzw. 9by —22by — 8b3 =10
gilt, weswegen sich
(wi,ws) = {beR®|9b; —22by —8b3 = 0}
ergibt. Ingesamt erhélt man also

<U1,’UQ,U3> = {b € R3 | 9by —22by — 8b3 = 0} = (wl,w2>.



