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21. a) Wegen 0 ∈ U1 ist U1 6= ∅. Seien x =

x1x2
x3

 und y =

y1y2
y3

 ∈ U1 sowie λ ∈ R;

damit gilt x1 + x2 + x3 = 0 und y1 + y2 + y3 = 0. Für x + y =

x1 + y1
x2 + y2
x3 + y3


erhält man

(x1 + y1) + (x2 + y2) + (x3 + y3) =

= (x1 + x2 + x3) + (y1 + y2 + y3) = 0 + 0 = 0,

also x+ y ∈ U1, sowie für λ · x =

λx1λx2
λx3


λx1 + λx2 + λx3 = λ (x1 + x2 + x3) = λ · 0 = 0,

also λ ·x ∈ U1. Folglich ist nach dem Unterraumkriterium U1 ein Unterraum
von R3.

b) Es ist x =

1
1
1

 ∈ U2 und λ = 1
2
∈ R, aber λ · x =

1
2
1
2
1
2

 /∈ U2. Damit ist U2

kein Unterraum von R3.

c) Wegen 0 ∈ U3 ist U3 6= ∅. Seien x =

x1x2
x3

, y =

y1y2
y3

 ∈ U3 und λ ∈ R;

damit gilt x1 + 2x2 = 3 x3 und y1 + 2 y2 = 3 y3. Für x + y =

x1 + y1
x2 + y2
x3 + y3


erhält man

(x1 + y1) + 2 (x2 + y2) = x1 + y1 + 2x2 + 2 y2 =

= (x1 + 2x2) + (y1 + 2 y2) = 3 x3 + 3 y3 = 3 (x3 + y3),



also x+ y ∈ U3, sowie für λ · x =

λx1λx2
λx3


λx1 + 2 (λx2) = λx1 + 2λx2 = λ (x1 + 2x2) = λ (3x3) = 3 (λx3),

also λ · x ∈ U3. Folglich ist nach dem Unterraumkriterium ist U3 ein Unter-
raum von R3.

d) Es ist x =

0
1
0

 ∈ U4 und y =

0
0
1

 ∈ U4, aber x+ y =

0
1
1

 /∈ U4. Damit

ist U4 kein Unterraum von R3.

22. a) Für die Matrizen

A =

(
1 1
1 1

)
und X =

(
x1 x2
x3 x4

)
∈ R2×2

ist

A ·X =

(
1 1
1 1

)
·
(
x1 x2
x3 x4

)
=

(
x1 + x3 x2 + x4
x1 + x3 x2 + x4

)
und

X · A =

(
x1 x2
x3 x4

)
·
(

1 1
1 1

)
=

(
x1 + x2 x1 + x2
x3 + x4 x3 + x4

)
.

Damit gilt

A ·X = X · A ⇐⇒
(
x1 + x3 x2 + x4
x1 + x3 x2 + x4

)
=

(
x1 + x2 x1 + x2
x3 + x4 x3 + x4

)
⇐⇒

⇐⇒

x1 + x3 = x1 + x2
x2 + x4 = x1 + x2
x1 + x3 = x3 + x4
x2 + x4 = x3 + x4

⇐⇒

− x2 + x3 = 0
− x1 + x4 = 0
x1 − x4 = 0

x2 − x3 = 0

Für die zugehörige erweiterte Koeffizientenmatrix gilt
0 −1 1 0
−1 0 0 1

1 0 0 −1
0 1 −1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
0
0
0
0

 


1 0 0 −1
0 1 −1 0
0 0 0 0
0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
0
0
0
0

 ,

woraus sich L =



λ
µ
µ
λ

 | λ, µ ∈ R

 ergibt.

b) Gemäß a) gilt

U =

{(
λ µ
µ λ

)
∈ R2×2 | λ, µ ∈ R

}
,



und wir haben{(
λ µ
µ λ

)
∈ R2×2 | λ, µ ∈ R

}
= {α · A+ β · E2 | α, β ∈ R}

zu zeigen:

• Für
”
⊆“ gilt für alle λ, µ ∈ R(

λ µ
µ λ

)
= µ

(
1 1
1 1

)
+ (λ− µ)

(
1 0
0 1

)
= α · A+ β · E2

mit α = µ und β = λ− µ.

• Für
”
⊇“ gilt für alle α, β ∈ R

α · A+ β · E2 =

(
α α
α α

)
+

(
β 0
0 β

)
=

(
α + β α
α α + β

)
=

(
λ µ
µ λ

)
mit λ = α + β und µ = α.

23. a) Wir zeigen mit Hilfe des Unterraumskriteriums, daß U und W Unterräume
des R–Vektorraums R3 sind:

• Wegen 0 ∈ U ist U 6= ∅. Für alle x =

x1x2
x3

, y =

y1y2
y3

 ∈ U und

λ ∈ R gilt zunächst x3 = x1 + x2 und y3 = y1 + y2; damit erhält man

x+ y =

x1 + y1
x2 + y2
x3 + y3

 mit

x3 + y3 = (x1 + x2) + (y1 + y2) = (x1 + y1) + (x2 + y2),

also x+ y ∈ U , sowie λ · x =

λx1λx2
λx3

 mit

λx3 = λ (x1 + x2) = λx1 + λx2,

also λ · x ∈ U . Damit ist U ein Unterraum von R3.

• Wegen 0 ∈ W ist W 6= ∅. Für alle x =

x1x2
x3

, y =

y1y2
y3

 ∈ W

und λ ∈ R gilt zunächst x1 = x2 und y1 = y2; damit erhält man

x + y =

x1 + y1
x2 + y2
x3 + y3

 mit x1 + y1 = x2 + y2, also x + y ∈ W , sowie

λ · x =

λx1λx2
λx3

 mit λx1 = λx2, also λ · x ∈ W . Damit ist W ein

Unterraum von R3.



b) Gemäß der Definition der Unterräume U und W gilt

U = {u ∈ R3 | u3 = u1 + u2} =


 u1

u2
u1 + u2

 | u1, u2 ∈ R


und

W = {w ∈ R3 | w1 = w2} =


w1

w1

w3

 | w1, w3 ∈ R

 ;

damit ergibt sich nach der Definition von U +W dann

U +W = {u+ w | u ∈ U,w ∈ W}

=


 u1 + w1

u2 + w1

u1 + u2 + w3

 | u1, u2, w1, w3 ∈ R

 .

Für e1 können wir etwa u1 = 1, u2 = w1 = 0 und w3 = −1 wählen und
erhalten

e1 =

1
0
0

 =

1
0
1

+

 0
0
−1

 ∈ U +W,

für e2 können wir etwa u2 = 1, u1 = w1 = 0 und w3 = −1 wählen und
erhalten

e2 =

0
1
0

 =

0
1
1

+

 0
0
−1

 ∈ U +W,

und für e3 können wir etwa u1 = u2 = w1 = 0 und w3 = 1 wählen und
erhalten

e3 =

0
0
1

 =

0
0
0

+

0
0
1

 ∈ U +W.

Wegen R3 = 〈e1, e2, e3〉 ist damit insbesondere U +W = R3 gezeigt.

c) Ein Vektor x =

x1x2
x3

 ∈ R3 liegt genau dann im Unterraum U ∩W , wenn

sowohl x3 = x1 + x2 als auch x1 = x2 erfüllt ist, er also Lösung des linearen
Gleichungssystems

x1 + x2 − x3 = 0
x1 − x2 = 0

ist. Wegen (
1 1 −1
1 −1 0

∣∣∣∣ 0
0

)
 
II−I

(
1 1 −1
0 −2 1

∣∣∣∣ 0
0

)



ergibt sich demnach

U ∩W =


 λ
λ

2λ

 | λ ∈ R

 = R · v mit v =

1
1
2

 ;

anstelle von v kann auch jedes vom Nullvektor 0 verschiedene lineare Viel-
fache von v gewählt werden.

24. a) Es ist
λ · u = λ · ((u− v) + v) = λ · (u− v) + λ · v,

also λ · (u− v) = λ · u− λ · v, sowie

λ · v = ((λ− µ) + µ) · v = (λ− µ) · v + µ · v,

also (λ− µ) · v = λ · v − µ · v.

b) Es ist
λ · 0V = λ · (0V + 0V ) = λ · 0V + λ · 0V ,

nach Subtraktion von λ · 0V auf beiden Seiten also 0V = λ · 0V , sowie

0 · v = (0 + 0) · v = 0 · v + 0 · v,

nach Subtraktion von 0 · v auf beiden Seiten also 0V = 0 · v.

c) Es ist

(−λ) · v = (0− λ) · v = 0 · v − λ · v = 0V − λ · v = −λ · v

und

λ · (−v) = λ · (0V − v) = λ · 0V − λ · v = 0V − λ · v = −λ · v.

d) Gemäß b) ist nur noch
”
⇒“ zu zeigen. Ist λ = 0, so ist man fertig; ist λ 6= 0,

so gilt

0V = λ−1 · 0V = λ−1 · (λ · v) = (λ−1 · λ) · v = 1 · v = v.


