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T n
21. a) Wegen0 e Uyist Uy # (. Seienx = | 2o | undy = | yo | € Uy sowie A € R;
T3 Ys
1+
damit gilt x1 + 2o+ 23 =0und y1 +y2 +y3 = 0. Firx +y = | 22 + v
T3+ Y3

erhilt man

(w1 +y1) + (w2 +92) + (23 +y3) =
= (1 +zo+a3)+ (1 +y2+y3) =0+0=0,

)\l’l
also x +y € Uy, sowie fiir \-x = | Ay
)\l'g

)\33'1—'—)\5132"‘)\.%’3:)\(£C1+1'2+£C3):)\'0:0,

also A-x € U;. Folglich ist nach dem Unterraumkriterium U; ein Unterraum

von R3.
1 1
2
b) Esistz= (1] €Uyund A\ = % € R, aber \-z = % ¢ Us. Damit ist Uy
1 1
2
kein Unterraum von R3.
Ty n
c) Wegen 0 € Uz ist U3 # (). Seien x = [x2 |,y = | y2 | € U3 und X € R;
T3 Ys
1+
damit gilt 1 + 229 = 323 und y; + 2y = 3ys. Flira +y = | 22+ 12
T3+ Y3

erhalt man

(1 4+y1) +2(@2+y2) =01+ + 220 + 290 =
= (x1+2x2)+(y1+2y2) :3x3+3y3 :3(x3+y3),



)\Il
also x +y € Us, sowie fiir A\-x = | Ay
)\1‘3

Ax1+2(Axg) = Az + 2 20 = Az +229) = A (3x3) = 3 (A x3),

also A -z € Us. Folglich ist nach dem Unterraumkriterium ist Us ein Unter-
raum von R3.

0 0 0
d) Esistz=|1]e€Uyundy= (0| €Uy, aber x +y= (1| ¢ Uy. Damit
0 1 1

ist Uy kein Unterraum von R3.

22. a) Fiir die Matrizen

A= (11 and X = (T T2) ¢ gex
1 1 T3 T4

ist
A.X = 1 1 ) 1 X9 _ T1+ T3 To+ X4
11 T3 T4 xr, + T3 T2 + 2y
und
Y.A— T1 Ty 1 1 _ T+ 2Ty 11+ 29 .
T3 T4 11 T3+ Ty T3+ X4
Damit gilt

T1+ T3 To+ x4 T+ T2 T+ To
A X=X A < = =
(1’1 + 23 .T2+$4) (a:3+x4 1133+.’E4)

T1+x3 = X1+ Ty — Ty + T3 = 0

To+ x4y = X1+ T2 — I +x4, = 0
<~ <~

T1+T3 = T3+ X4 T — X4 = 0

To+ Ty = T3+ T4 T9 — T3 = 0

Fiir die zugehorige erweiterte Koeffizientenmatrix gilt

0 —1 1 0| 0 10 0 —-110
-1 0 0 110 - 01 -1 0] 0
1 0 0 —-1]0 00 0 0] 0]
0O 1 -1 00 00 O 0]O0
)\ 3
woraus sich L = Z | A, p € R} ergibt.
)\ Vs

b) Gemif a) gilt



Ap ERQXQI)\(LER ={a-A+p5-Ey|a, feR}
ILL A ’ )

Zu zeigen:

o Fiir ,C“ gilt fiir alle A, p € R

()= (3 )0 G 9 =eass

mit = pund =\ — pu.
o Fiir O gilt fiir alle o, § € R

(o « B0\ _ (a+B a \_ (A p
e n (00) (0 5)- (07 o%) - (0 5)
mit A\=a+ f und p = a.

23. a) Wir zeigen mit Hilfe des Unterraumskriteriums, daf§ U und W Unterrdume
des R-Vektorraums R? sind:

T hn
e Wegen 0 € U'ist U # 0. Firallex = (23|, y = |3 ]| € U und
T3 Ys
A € R gilt zunéchst x3 = x1 + x5 und y3 = y; + yo; damit erhélt man
T+ Y1
r+y= |22+ Y2 | mit
T3+ Y3

r3+ys = (21 +22) + (1 +y2) = (21 +v1) + (22 + ¥2),

/\ZEl
also x +y € U, sowie A -z = | Axy | mit
)\.173

/\ZE3 = /\(l‘l +l’2) = )\ZEl —|—>\J]2,

also \ - & € U. Damit ist U ein Unterraum von R3.

T hn
e Wegen 0 € Wiist W # (. Firalle x = |z |,y = |yp| € W
T3 Ys
und A € R gilt zundchst 1 = zo und y; = yo; damit erhélt man
1+ %
r+y = |x24+y | mit ;1 +y; = 9 + o, also z +y € W, sowie
T3+ Y3
)\122'1
Arx = | Axg | mit Axy = Axg, also A - & € W. Damit ist W ein
/\1'3

Unterraum von R3.



Geméf der Definition der Unterrdume U und W gilt

Uy
U:{U€R3‘U3:U1+U2}: U9 |’U,1,U2€R
Ul + Usg
und
w1y
W:{MER3|U}1:U)2}: w1 |w1,w3€]R )
w3

damit ergibt sich nach der Definition von U + W dann

U+W = {u+w|uelUweW}
U + Wy
= Uz + wy ‘Ul,UQ,'U)]_,UJg €R
u1+u2+w3

Fiir e; konnen wir etwa uy = 1, us = w; = 0 und w3 = —1 wéhlen und
erhalten
1 1 0
€1 — 0 = 0]+ 0 eU + VV,
0 1 -1
fiir e; konnen wir etwa us = 1, u1 = w; = 0 und wy = —1 wahlen und
erhalten
0 0 0
€y = 1] = 1]+ 0 ceU+ VV,
0 1 -1

und fiir es konnen wir etwa vy = us = w; = 0 und w3 = 1 wahlen und
erhalten

0 0 0
es= (0] =(0]+[0] €eU+W.
1 0 1

Wegen R? = (ey, €9, e3) ist damit insbesondere U + W = R3 gezeigt.

T
Ein Vektor x = [ x5 | € R3 liegt genau dann im Unterraum U N W, wenn
T3
sowohl x3 = x1 + x5 als auch x; = x5 erfiillt ist, er also Losung des linearen
Gleichungssystems
rT1 + x93 — 3 =0
rKT — X2 =0

11—10W11—10
1 -1 0 O Joa\0 -2 1 0

ist. Wegen



24.

ergibt sich demnach

A 1
Unw = A AeR=R-v mit v=11];
2 2

anstelle von v kann auch jedes vom Nullvektor 0 verschiedene lineare Viel-
fache von v gewahlt werden.

Es ist
Au=A(u—v)+v)=A-(u—v)+ A0,

also A (u—v) =X -u— X v, sowie
Av=(A=p)+p - v=A-p)-v+p-v,

also A—p)-v=XA-v—p-v.

Es ist
)\~0V:)\~(Ov+0\/):)\'OV—F)\'O\/,

nach Subtraktion von A - 0y auf beiden Seiten also 0y = A - 0y, sowie
0-v=(04+0)-v=0-v+0-v,

nach Subtraktion von 0 - v auf beiden Seiten also 0y, =0 - v.

Es ist

(=A)-v=0=XN)-v=0v=—A-v=0—A-v==\0
und

A(=0)=A- Oy —v)=X-0p = A-v=0p—A-v=—\ 0.

Geméf b) ist nur noch ,,=* zu zeigen. Ist A = 0, so ist man fertig; ist A # 0,
so gilt

Oy =A"-0p=A"-N-v)=(N" N v=1-v=n0.



