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17. a) Esist

t+1 0 2
det(A)=| 0 t—2 -1 = (t—2).‘
1 0t o| 2 Spalte
=(t—2)-(t+1)(t—2)—2-(-1)=(t—-2)- (=t —-2)+2) =
=(t—2)-(F—t)=@—2)t(t—1);

t+1 2 |
-1 t—=2

damit ist A genau dann invertierbar, wenn ¢ ¢ {0, 1,2} gilt.

b) Esist
B +det(A};) —det(AL) +det(Af)
A= | —det(Aly) +det(A,) —det(AL,) | =
+det(Al;) —det(AY;) +det(Als)
(t —2)? 0 —2(t—2)
= 1 t(t—1) t+1 ,
t—2 0 (t+1)(t—2)
und fiir ¢ ¢ {0, 1,2} erhélt man
1 . tf;zl) 0 _t(t2—1)
AT = A= t—2)1(t—1) = (t—zt)ﬁt—n
-1 t(—1)
18. a) Esist
1 ¢t 00
det(A)—_tloo — 1-—115;8 T L e
o 0 t 1 0|4 S;alte 0 +o1 3. S;alte —t 1 o '
0 0 ¢t 1

Fiir alle ¢t € R ist det(A) = 1+ t*> > 1, insbesondere also det(A) # 0, und
damit A invertierbar.



b) Esist

+det(A};) —det(Ay) +det(Ay) —det(A))
i- |- det(A},) +det(Ahy) —det(A},) +det(Alp) |
+det(A];) —det(AY;) +det(Ay;) —det(A)s)
—det(A},) +det(A4L,) —det(A},) +det(Al,)
1 —t 0 0
1 0 0
I I e A e o 0
B2 —t(1+t3) 1+t

c) Da die Koeffizientenmatrix A des linearen Gleichungssytems A - x = b in-
vertierbar ist, besitzt dieses genau eine Losung, ndmlich x = A~ - b. Es

ist
1 —t 0 0
1 ~ 1 t 1 0 0
A7l = CA= :
det(A) 1+¢2 | —t2 =t 1+t 0
B2 —t(1+t3) 1+t
und damit
1 —t 0 0 0 —t
_ 1 t 1 0 0 1+t 1
— 1. R . P
v=AT =T e o 1 0 0 —t
B —t(1+1%) 14 1— ¢ 1

Mit Hilfe der Cramerschen Regel erhélt man fiir die Komponenten von x

0

t 00
ot fs1oof 1 fﬂig_
1 1—|—t2 O t 1 0 4. S;alte 1—|—t2 O ¢ 1 3. S;alte
1—t2 0 t 1
1 0 t 1
1 = ——  (—t(1+t)) = —t
1+¢2 1+t2 1] 142 (=t (1+17) ’
1 0 0 0
o 1 —t 1 + t2 0 0 Dreiecks— 1 2
271520 0 1 0| matrix 1+t2'(1'(1+”'1'1)_1’
0 1—¢* t 1
1t 0 0
1 —t 1 1+t2 0 4. Spalte 1 1 t 0 2 3. Spalte
I3 = —— = =t 1 14+t =
1+¢2 |0 ¢ 0 0 1+¢2 0 ¢ 0
0 0 1—¢ 1
1 o |1t
1+t2'<_1)'<1+t>"0 t’_t’



1 ¢t 0 0
ry = L =t 10 1+¢#
T 1420 t 10
0 0t 1-¢
1 1 0 1 ¢t 0
3. Spalte -+ 0 0 1_t2 . X ’
5 Zolle 1+t2'{(1_t)"—t 1'_75'(_1”"—1& 1—|—t2}
1
- 1+t2'[(1—t2)(1+t2)+t2(1+t2)} (-2 +2=1.
19. a) Esist

e Ay = (—1), also det(A;) = —1,

o A= (_11 _11>, also det(A2) =1 —1 =0, sowie
-1 1 0

e Ay=| 1 -1 1 ],alsodet(43)=—-14+0+0—-(0—-1-1)=1.
0o 1 -1

b) Fiir n > 4 erhalten wir mit Hilfe des Laplaceschen Entwicklungssatzes

L= 10 1 -11 0 ..
det(4,)=10 1 -1 1 =0 1 1 Zeile
0 1 -1 ° 0 0 An
-1 1 0 11 0
(_1)1+1 . ( 1) 1 4 (_1)1+2 -1- 0 =
o 0 An—2 0 An—2 o
11 0
0 alte
= — det(An_l) 10 A 5 L S; fe — det(An_l) — det(An_Q).
c) Fiur alle n € N mit n > 4 gilt det(A,) = —det(A,,—1) — det(A,—2) und

analog det(A,,_1) = —det(A,_2) — det(A,_3), woraus det(A,) = det(A,_3)
folgt. Damit ergibt sich fiir alle k € N

o det(Aszpyq) = det(Ay) = —1,

o det(Asgi2) = det(Az) = 0 sowie

o det(Aspis) = det(A;) = 1.



20. Wir halten zunéchst fest, dafl eine Matrix B = (b;;);; € R"*", deren Koeffizienten
b;; ganze Zahlen sind, wegen

det(B) = Z sign(a) blg(l) L bng(n)

auch eine ganzzahlige Determinante det(B) besitzt.

,a) = b)“ Sei zunichst A invertierbar, und alle Koeffizienten von A~! seien ganze
Zahlen; damit sind nach obiger Bemerkung die Determinanten
det(A) und det(A™1)
ganze Zahlen. Aus A- A~! = E, folgt mit dem Determinantenmultiplikationssatz
det(A) - det(A™) = det(E,) = 1,

woraus dann det(A) = +1 folgt.

,b) = a)“ Sei nun det(A) = £1. Wegen det(A) # 0 ist A invertierbar. Da
die Koeffizienten von A ganze Zahlen sind, so sind auch die Koeffizienten aller
Streichungsmatrizen A’; ganze Zahlen und nach obiger Bemerkung auch deren
Determinanten det(A’;). Damit sind aber die Koeffizienten

@y = (=1)™ det (A7)

fir alle 4, j € {1,...,n} der komplementiren Matrix A von A ganze Zahlen,

woraus aufgrund von
1
-1

- det(A)

folgt, daB alle Koeffizienten von A~! wieder ganze Zahlen sind.

CA=4A




