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Ubungen zur Vorlesung
,Grundlagen der Mathematik II*
— Losungsvorschlag —

N
41. a) Die gegebene Menge M = {(@) | k € Z} enthélt wegen

<\/§+¢> =(£+1z’> = (E(30°))" = E(k - 30°)

2 2 2

fiir alle k € Z genau die zwolften Einheitswurzeln in C mit

(44) = BeY) = L+
(@H)Z = B(60°) = 1+
(=) = BE0) =
(@+i)4 = B(120°) = —1+%i
(@Hf — E(150°) = 41
(@“)6 = B180°) = -1
(4 = sow) = £
(5)" = Bow) = -3 4
(@”)9 = B270°) = —i
(59" = BEw) = 5L
(@“)H = E(330°) = -1
(@“)12 — B(360°) = 1,

und wir erhalten die folgende Skizze in der Gauflschen Zahlenebene:



Die fiinften Einheitswurzeln in C sind
360°
Elk-
=

fiir die benotigten Werte von Cosinus und Sinus gilt geméi8 Aufgabe 29 b)
auf Ubungsblatt 8 zunéchst

) = FE(k-72°) mit ke {0,1,2,3,4};

—1
COS7202\/3 ,
4
und iiber sin®72° + cos?72° =1 ergibt sich
VE-1Y)
sin272°:1—008272°:1—< 4_ ) =
. 5-2vV5+1 104+2v5 5++5
B 16 168

und wegen sin 72° > (0 damit

. V10425 5++/5

Mit Hilfe der Beziehungen fiir den doppelten Winkel erhalten wir ferner

5+v5 V1
8 4

sin 144° = 2sin72° - cos 72° = |/ > +8\/5 : \/52_ S

cos144° =1 —2gin’72°=1-2-

und




so daf} sich schlieilich

1
cos 216° = cos144° = — \/S +
180°436° 4
/ —1
sin 216° = —sin 144° = — o+t \/5 . \/5
180°+36° 8 2
und
—1
cos 288° = cos72° = \/5
360°—72° 4
sin 288° = —sin72° = — 0+ \/5
3600 —72° 8

ergibt. Fiir die fiinften Einheitswurzeln in C erhalten wir

E(°) = 1

E(72°) = +i

E(144°) = —ﬁ4+1+m/5+8\/5-\/32_1,
1 —1
E(216°) = —ﬁ; —z\/5+8\/3-¢52 ,

—1
B(288°) = ﬁ4 iy 5+8\/3.

und die folgende Skizze in der Gauflschen Zahlenebene:

b Im(z)

Re(z)




42. Die Gleichung 2% = 4+/2 - (=1 4 1) besitzt wegen

P =42 (-1+i) <= 2*=8 E(135°)
— z:\g/g-E<1?;)5)~E(k~3zo)
< 2=2-FE(45°) - E(k-120°)

mit k& € {0,1,2} in C genau die drei verschiedenen Losungen

2 =2-E(45°) - B(0°) = (%Jri) 1=v2+V2i

2 =2 B(5°) - E120°) = 2 G§+%2><723§)

VBB B
> T g !

und

23 =2 E(45°) - B(240°) = 2- <£+Qz> : (—l—ﬁz)

2 2 2 2
_ oV2+V6 V2V
B 2 2 '

Ferner besitzt die Gleichung z* = 1 + v/37 wegen

A=14+V3i — 2*=2.E@60)
— z=vV2-E 60 - K k-360
4 4
— z=v2-E15°) - E(k-90°)

mit k& € {0,1,2,3} in C genau die vier verschiedenen Losungen

o = V3. B(15°) - E(0°) = V3. %Iﬁ+f;ﬂi
_ . %Iﬁ+f;ﬁi
=V2-E(15°)- BE(90°) = V2- \/Ezﬁju/_;ﬁi

__%__f—ﬂ+ﬁ+ﬂo

- 4 4



sowie

6 2 —V2
23 =2 BE(15°) - B(180°) = Vv2- \/_Z\/_—l- \/_4 \/_z> - (=1)
6 2 — V2
A RV Vo . §
4 4
6 2 —V2
a =2 E(15°) - E(270°) = /2. \/_Z\/_Jr f4 \/_z'> (i)
— V2 6 2
s (VEoVE VEivE
4 4
Die Werte fiir cos 15° und sin 15° konnen mit Hilfe der Additionstheoreme
6 2
cos 15° = cos(60° — 45°) = cos60° - cos 45° 4 sin 60° - sin 45° = %
6—v2
sin 15° = sin(60° — 45°) = sin 60° - cos 45° — cos 60° - sin 45° = %

bestimmt werden.

43. a)

Die Gleichung 2% + 1 + i /3 = 0 besitzt wegen

B+1+4ivV3=0 < F=-1-iV3
2% =2 F(240°)

—
— z—5/§~E(24O>-E(k-360)
—

8 8
z=+/2-E(30°) - E(k - 45°)

mit k£ € {0,1,...,7} genau acht verschiedenen Losungen in C.

Die Losungen der obigen Gleichung, die sich im ersten Quadranten befinden
sind z = v/2 - E(30°) - BE(k - 45°) fiir K = 0 und k = 1. Damit erhalten wir

die beiden entsprechenden Losungen

z:%-E(BOO)-E(OO):\8/§-E(3()°)-1:\57§-<§+%i)
und
2 =+v2-E(30°) - E(45°) = \/§<§+%z>(\/g+§@)
= w-<§+§i+gi—\§>
8 1 1 .
_ \/5-(1-(\/6—@)+1-(¢6+¢§>@).



44. a)

Wir betrachten die komplexen Zahlen z, w € C mit z # 0 und w # 0 sowie
der Eigenschaft (O) : |z +w| = |z| + |w]|. Fiir

2=zl E(p) uwd  w=|wl-EY)
mit 0° < ¢ < 360° und 0° < ¢ < 360° erhalten wir damit

©) = [z+wf = (|2 +w])
= (2tw) EFw) =" +2- ]2 [w] + |w]?
= (z+w) E+0) =2 +2- 2] |w| + w]’
= 2 Ztz-wWHw-ZH+w-w=|z"+2-|2| |w|+ |w
= Ptz @+w-Z+wf =2+ 2 2] w] + ]’
— z-uwtw-z2=2-|z||w
— 2] E(p) - [w| - E(=v) + |w| - E() - |2] - E(=¢) = 2 [2] - Ju]
= 2] |w[- (E(e =) + E(¢ —¢)) =2 [2] - [w|
=, Ele-¥)+EW-¢)=2
— (cos(p —¢) +1-sin(p —9)) +
+ (cos(yp — ) +i-sin(yp — ) = 2
= (cos(p — 1) +cos(¢p — @) +i- (sin(¢) — ) +sin(p — b)) = 2
? 2-cos(p—1) =2
= cos(p—0) =1
— p—1Y=£k-360° firein keZ
= o—¢Y=0
— p=1).

Bei () gehen die beiden Bezichungen
cos(p — 1) = cos(v — ) und  sin(p —¢) = —sin(s — )

ein.
Wir bestimmen alle komplexen Zahlen z € C mit z+Z+ |z| = 0. Diese Glei-
chung ist fiir z = 0 € C erfiillt, wir bestimmen nun alle weiteren komplexen
Zahlen z € C\ {0}, die die obige Gleichung erfiillen. Sei dazu 0 # z = z+iy.
Damit erhalten wir

24+Z4 2| =0 <= 20+ 22+ 32 =0.
Fiir 0 # 2z € Cist |2| = \/22 + 32 € R, weswegen 22 € R~ baw. 2 € R™

gelten mufl, und damit erhalten wir
20+ /22 +y2 =0 < a2+ yt =21 < 27 +y’ =42’
= ? =32% = y:i\/gx.

Damit erhalten wir insgesamt die Losungsmenge

{sive|rers}={o (1£iV3) s ers}.



