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37. a) Die quadratische Gleichung 2% +2 z +a = 0 mit reellen Koeffizienten besitzt
die Diskriminante A = 0* —4ac=4- (1 — a) und damit die Lsungen

-2+ VA 244 (1—
x:T\/_@:c: 2( a)@w:—li\/l—a,

woraus folgende Fallunterscheidung resultiert:

e Im Fall a < 1 erhalten wir wegen A > 0 die beiden reellen Losungen
r1=—-14++vV1—a oder z3=-1-—+1—a.
Damit ergibt sich fiir den quadratischen Term die Faktorisierung
P20 ta=(r— (—14+vVI—a) (¢ — (-1 —vi—a)).

e Im Fall @ = 1 erhalten wir wegen A = 0 die (doppelte) reelle Losung
xo = —1. Damit ergibt sich fiir den quadratischen Term die Faktorisie-
rung

2z +1=(x+1)>

e Im Falle a > 1 erhalten wir wegen A < 0 die beiden konjugiert—
komplexen Losungen

r1=—-14iva—1 oder xo=—1 —i\/m,
Damit ergibt sich fiir den quadratischen Term die Faktorisierung
224+ 2x+a= (SL’— (—1+i\/aT1)) . (a:— (—1—i\/aT1)).
b) Wir fithren die Gleichung

2 1 2 2 1
) s () 1s=0
z+1 z+1
2241
mit Hilfe der Substitution u = in die quadratische Gleichung

z+1
u? + 6u + 8 = 0 {iber; diese besitzt wegen

W+ 6u+8=0 < (u+2) - (u+4)=0 < (u=—2 oder u=—4)



38.

a)

die beiden Losungen v = —2 und u = —4. Durch Resubstitution erhalten
fiir die gegebene Gleichung die Lésungen

2
1

2:1 =-2 < F+1=-2(z+1) < *+2:+3=0 <

z
—2++22-4-3 —2+£+/-8
z= = = —1+i-V2
2 2
und
2241 ) )

1 =4 <= 2*+1=—4(2+41) < 2°4+424+5=0

z

= z= -2+

—4EV2—-4-5 —4+/-4
2 - 2 -

und damit die Losungsmenge L = {—1 +i-v/2, -2+ z}

Die Menge M; = {z € C| |z —i| < 2} beschreibt in der Gaufischen Zahlen-
ebene die offene Kreisscheibe mit dem Mittelpunkt ¢ bzw. (0,1) und dem
Radius 2.

Die Menge My = {2z € C|1<|z—1| <3} beschreibt in der GauBschen
Zahlenebene den offenen Kreisring um den Mittelpunkt 1 bzw. (1,0) mit
dem inneren Radius 1 und dem &ufleren Radius 3.

Fiir alle z € C\ {0} mit z = a + i - b erhalten wir

1 1 1 a—1-b a—1-b a w —b
_— pr— . p— p— Z.—
z a+i-b a+1-b a—i-b a?Z—id2-02 a2+ b2 a? + b?
und damit
1 1 a 1
Re[- ] <= «—= — <= <<= 2a<d’+ 1 =
e(z) 2 a’?+b2 2 G
= =20+ >0 < (F-2a+1)+0>1
quadr. Erg.

= (a—1°+V>1 = z-1P>1 = [z-1]> L

Folglich beschreibt die Menge M3 = {z € C\ {0} | Re() < 1} in der Gau-
schen Zahlenebene das AuBere des Kreises mit dem Mittelpunkt 1 bzw. (1,0)
und dem Radius 1.

Fiir alle z € C mit z = a + ¢ - b erhalten wir
PA=(a+i-b)P?=a*+2-a-b-i+b-*=a>—b*+i-2ab

und damit

b> 1, fir a>0,

Im(2?) >2 < 2ab>2 < ab>1 < “
b< ., fir a<0.

Folglich beschreibt die Menge My = {z € C | Im(2?) > 2} in der GauBschen
Zahlenebene die Menge aller Punkte oberhalb des Hyperbelastes b = % mit
a > 0 sowie unterhalb des Hyperbelastes b = % mit a < 0.

Damit ergeben sich die folgenden Skizzen:
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39. a) Fiir alle z, w € C erhalten wir

z+wfP+z—wf = (z4+w) EZFw) +(z—w) (z—w)
= z4w) - F+w0)+(z—w)- (z—w0)
= zzZz4z-WH+w-Z4+w-wW)+

+(z-Z—z-Ww—w-Z+w-wW)
= 2-(z-Z4+w-wW)
= 2 (|2 + |w]’)

die gewiinschte Parallelogrammgleichung. Die Punkte 0, z, w und z 4+ w
bilden in der Gaufischen Zahlenebene ein Parallelogramm; dabei ist z + w
die Lange der Diagonalen von 0 bis z+w, z—w die Lénge der Diagonalen von
z bis w, z bzw. w die Léngen der beiden Seiten. Die Parallelogrammgleichung
zeigt, daf} die Quadrate iiber den beiden Diagonalen eines Parallelogramms
zusammen denselben Flacheninhalt besitzen wie Quadrate iiber seinen vier
Seiten.

b) Wir betrachten die beiden verschiedenen komplexen Zahlen u und w und
bestimmen die komplexe Zahl z € C, fiir die |u — z|* + |w — z|° minimal ist.
Mit Hilfe der in a) gezeigten Parallelogrammgleichung erhalten wir

2 (Ju— 2 +w—2") =(u—2)+ (w—2) +|(u—2) - (w—2)



40. a)

b)

und folglich

1
|u—z|2+|w—z|2:5-(|u—|—w—2z|2+|u—w|2) >

Damit ist [u — z[*+ |w — z|? genau dann minimal, wenn - |u+w —2z> =0
gilt, und wir erhalten

1
§-|u+w—22|2:0<:>u+w—2z:0<:>z:u—gw.
Wir betrachten die Abbildung
z z
f:C\{0} = C, f(z)zg—l—%.
Fiir z =2 + ¢ -y mit z # 0 erhalten wir
z z zZ|Z zZ| -z Z|-Z2+ 2|2 z+z
f(z)—u+|_—’:||_+’_‘ —H _|| = |2| _—
z Z z2-Z Z-z z2-Z z
:|Z|.(x+i-y)+(w—i-y):2_x: 21 cR

|2[? 2] 22 +y?
Wegen /22 + y? > V2?2 = |z| erhalten wir fir « # 0

2z 2| < 2|z|
VT VLR

ferner ist fiir = 0 schon f(z) = 0, weswegen Wy C [—2;2], gilt.

2.

Y

£ (2)] :‘

Wir zeigen nun ,, 0%, d.h. da88 f jeden Wert von [—2; 2], tatséchlich annimmt;
sei dazu r € [—2;2]p, und wir haben also ein z € C\ {0} und f(z) =r zu
finden. Fiir r # 0 wéhlen wir x = r und erhalten damit notwendigerweise

f() 2z 2r
e d b ar————
/x2+y2 /7”2—1-3/2

= 2=\r+y: = 4:r2+y2 - y:\/m-
Die Probe bestétigt

2 2
f(r+i~ 4—7"2): L :—TIT,
r2 4 (4 —1r2) 2

welche auch fiir r = 0 giiltig ist; damit ist » € Wy und somit Wy = [—-2;2];.

Wir zeigen fiir alle komplexen Zahlen z und w die Beziehung

Z—w

l—wz

‘:1 — (|w|:1 oder |z|:1).
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|2 — w]
T
|z —w|=1|1—wz|

|z —w)* =1 —wz|?

(z—w) - F-w)=(1-wz)- (I1-wz)
(z—w)-C-w)=1-wz)-(1—-wZz)
2Z—zW—wZH+ww=1-wZ-wz+wwzz
[2” + Jw]* = 1+ |w|* |2[*
0=1—[w—|2* + [w]* |2

0=(1—|wf) = |2 (1 = Jwf’)
0=(1—|wP)-(1-1z%

(1—|w?=0 oder 1—|z|>=0)

(jwP? =1 oder |z*=1)

(lw]=1 oder |z|=1).




