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33. a) Fiir die Elemente der Menge M; = {nl,l |neN } erhalten wir
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fiir alle n € N; folglich ist M; (etwa durch 0) nach unten sowie (etwa durch
1) nach oben beschriankt, wobei wegen 1 = 11—1 € M schon sup M; = 1 ist.
Fiir alle b € R mit b > 0 gibt es nach dem Archimedischen Axiom ein n € N
mit % < b; damit ergibt sich

n < 1 < b,

nn n
so daf b keine untere Schranke von M; sein kann. Folglich ist 0 die grofite
untere Schranke von M, also inf M; = 0.
Wegen sup M; = 1 € M; gilt schon sup M; = max M;; wegen :—L # 0 ist
aber inf My = 0 ¢ My, so daB8 M; kein Minimum besitzt.

b) Fiir die Elemente der Menge My = {2 - e |n e N} erhalten wir:

n

o fﬁrnENgeradeistQ—(_n#:Q—n%unddamit%ﬁQ—#ﬁZ,
e fiir n € N ungerade ist 2 — (;32)" :2+#und damit2§2+n%§3.

Insbesondere gilt also ;1 < 2 — (;12)” < 3 fiir alle n € N; folglich ist My
(etwa durch ;1) nach unten sowie (etwa durch 3) nach oben beschréinkt,

wobei wegen 3 = 2 — (7112)1 € M schon sup My = 3 = max M, und wegen

AZL =2 (;12)2 € M, schon inf My = % = min M, ist.

34. a) Da die Menge M nach oben beschrankt ist, besitzt M eine kleinste obere
Schranke sup M; im Spezialfall A = 0 ergibt sich

A-M={\N-m|me M}={0},
weswegen A - M nach oben wie nach unten beschriankt ist mit

sup(A-M)=0=A-supM und inf(A-M)=0=\-supM.



Fiir A > 0 folgt fiir alle m € M aus m < sup M nach dem Monotoniegesetz
der Multiplikation A -m < X\ -sup M, weswegen A - M durch A - sup M nach
oben beschrénkt ist. Fiir eine beliebige obere Schranke b € R von A\ - M gilt

A-m<b und damit m<\tp
fiir alle m € M, so dal A=! - b eine obere Schranke von M ist; damit gilt
supM <At und damit A-sup M < b,
weswegen \ - sup M die kleinste obere Schranke von \ - M ist, also
sup(A- M) = X\ -sup M.

Fiir A < 0 folgt fiir alle m € M aus m < sup M nach dem Inversionsgesetz
A-m > \-sup M, weswegen A - M durch X - sup M nach unten beschriankt
ist. Fiir eine beliebige untere Schranke ¢ € R von A\ - M gilt

A-m>c¢ und damit m<\lt.c
fiir alle m € M, so dal A=! - ¢ eine obere Schranke von M ist; damit gilt
supM <\ t.c und damit A-sup M > ¢,
weswegen \ - sup M die grofite untere Schranke von A - M ist, also
inf(A- M) = X\ -sup M.
Die Menge M ist durch sup M nach oben beschréankt, es ist also
m < sup M fiir alle m e M,
und die Menge N ist durch sup N nach oben beschriankt, es ist also
n < sup N fiir alle n € N;
fiir alle m € M und n € N folgt nach dem Monotoniegesetz der Addition
m+n <supM +sup N,

weswegen die Menge M + N durch sup M +sup N nach oben beschrankt ist
mit
sup(M + N) < sup M + sup N.

Sei nun b € R mit b < sup M + sup N; damit ist ¢ = sup M +sup N —b > 0.
Wegen sup M — 5 < sup M ist sup M — 3 keine obere Schranke von M, es

gibt also
c
ein mg e M mit m0>supM—§,

und wegen sup N — 5 < sup N ist sup NV — 5 keine obere Schranke von N,
es gibt also

c
ein ng €N mit ng > sup N — 5;



35.

a)

zusammen ergibt sich
c c
mo + ng > <supM — 5) + (supN — 5) =supM +supN —c=0b,

weswegen b keine obere Schranke von M + N sein kann.
Folglich ist sup M + sup N die kleinste obere Schranke von M + N, also

sup(M + N) = sup M + sup N.

Fiir die Elemente der Menge

Mlz{\/n+1—\/n—1|nEN}
erhalten wir mit Hilfe der dritten binomischen Formel

o Wn+1-Vva-1)-(Va+l+vn-1)
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Y

wegen

Vitl+vn—1>VI+1+VI-1=vV2+/0=V2

insbesondere also

2 <V2 fir alle n € N;

0<
vn+l4++vn—1"

folglich ist M, (etwa durch 0) nach unten sowie (etwa durch v/2) nach oben
beschriankt, wobei wegen

V2=Vi+1-V1-1€e M,

schon sup M; = V2 ist. Fiir alle b € R mit b > 0 gibt es zu (g)2 > 0 nach

dem Archimedischen Axiom ein n € N mit % < (9)2, also % < b, und

2 n
damit

I S
Vn+l4++vn—1"+vVn+1" n

so daf} b keine untere Schranke von M; sein kann; folglich ist 0 die grofite

untere Schranke von M, also inf M; = 0.

Wegen sup M; = /2 € M, ist sup M, = max M, und wegen ﬁﬁ #0

fiir alle n € N ist aber inf M; = 0 ¢ M, so dal M; kein Minimum besitzt.

<b,




b) Fiir die Elemente der Menge

Mgz{ V/n |n€N}

vn+1

erhalten wir

Yno [ _Qﬂn+n—&__vl_ 1
\"/n—l—l_ n+1 n+1 N n+1

fiir alle n € N, und wegen

1

1
1>1-— >1-— = -
n+1 1+1 2

ergibt sich unter Verwendung des Monotonieverhaltens der n—ten Wurzel

1 1.1
1=1> ¢/1- zvcz—;
n —+ 2 2

wegen 5 < ¢/ < 1fiir alle n € Nist Mj (etwa durch 3) nach unten sowie
(etwa durch 1) nach oben beschriankt, wobei wegen

1 V1

=Y M
2 V1+1 2

schon inf My = % ist. Fiir alle c € Rmit 0 < ¢ < 1ist 1 — ¢ > 0, und nach
dem Archimedischen Axiom gibt es ein n € N mit % <1—c¢, also

n 1 1
=1- >1—~->1-(1-¢) =
n+1 n+1— n ( °)=¢

und damit wegen des Monotonieverhaltens der n—ten Wurzel

n
c < We<pl—
0<c<1 n+1’

so daf ¢ keine obere Schranke von M, sein kann; folglich ist 1 die kleinste
obere Schranke von M, also sup My = 1.

Wegen inf My = 5 € M, gilt schon inf M, = min M,, und wegen {/-05 # 1
fiir alle n € N ist aber sup My = 1 ¢ Ms, so da3 My kein Maximum besitzt.

a) Fiir alle a, b € R{ und n € N mit n > 2 erhalten wir mit Hilfe des Binomi-
schen Lehrsatzes

(var 1) =3 (1) (v (¥9)' -




und folglich wegen der Monotonie der n—ten Wurzel

\/F<,"/<\/_+\f> Va+ Vb

Ferner ergibt sich

Varb=va+h = (Vard) =(va+ )
= a+b:<%+%)
— a+b:a+nzl<2)~(%)"_k-(%>k+b

n—1 &
k=1 jg—’ —
0 - =0

— (\/5:() oder C/E:O)
<~ (a:0 oder sz).

b) Fiir alle a, b € Ra“ mit a > b und n € N mit n > 2 erhalten wir

Va = V(a—b)+b§) Va—b+ Vb

und folglich

Ja—Vb< Va—b
mit
Va—b=Va—Vb < Ja=Va—b+ Vb
<— (a—b:O oder b:())
S (a:b oder b:O).



