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21. a) Ein Quadrat mit der Seitenliinge a+b und damit dem Fliicheninhalt (a+b)?
zerfillt gemafl der Skizze durch zwei zu den Seiten parallele Strecken in zwei
Quadrate mit den Seitenlingen a bzw. b und damit den Flicheninhalten a?
bzw. b% sowie zwei Rechtecke, die jeweils die Lange a und die Breite b und
damit den Flécheninhalt ab besitzen:

a b
b ab b? b
a a? ab a
a b

Als Fléchenbilanz ergibt sich damit
(a+b)?=a*+2ab+ b

wodurch die erste binomische Formel geometrisch veranschaulicht ist.

b) Zur Veranschaulichung der zweiten binomischen Formel fiir a > b wird an
ein Quadrat mit der Seitenlinge a und damit dem Flicheninhalt a® gemif
der Skizze ein Quadrat der Seitenlinge b und damit dem Flicheninhalt »?
angelegt, so daB die Gesamtfigur den Flicheninhalt a? + b? besitzt:



Diese zerfillt nun gemé&fl der Skizze durch zwei zu den Seiten parallele
Strecken in ein Quadrat mit der Seitenldnge a — b und damit dem Fléchen-
inhalt (a — b)? sowie zwei Rechtecke, die jeweils die Léinge a und die Breite
b und damit den Flacheninhalt ab besitzen:

a b
b ab
ab a
a—b| (a—0b)?
a—>b b

Als Flédchenbilanz ergibt sich
(a—b)?+2ab=a’>+V*

und damit die zweite binomische Formel
(a—b)>=a*>—2ab+ b

Zur Veranschaulichung der dritten binomischen Formel fiir ¢ > b wird an
ein Quadrat mit der Seitenlinge a und damit dem Flicheninhalt a® gemif
der Skizze ein Rechteck mit der Lange b und der Breite a — b und damit dem
Fliacheninhalt F' = b(a — b) angelegt, so dafl die Gesamtfigur den Fldchen-
inhalt a® + F besitzt:



b “ ¢
a—>b F
b a

Diese zerfdllt nun gemé&fl der Skizze durch zwei zu den Seiten parallele
Strecken in ein Quadrat mit der Seitenlinge b und damit dem Flichen-
inhalt b% sowie zwei Rechtecke; dabei besitzt das eine die Linge a + b und
die Breite a — b und damit den Flécheninhalt (a + b)(a — b) und das andere
die Lange b und die Breite a — b und damit dem Fliacheninhalt F' = b(a — b):

a—>b b
b F b? b
a—>b (a+b)(a—Db) a—1>b
a+b

Als Fléachenbilanz ergibt sich
>+ F =0+ (a+b)(a—0b)+F,
nach Eliminierung der Hilfsgrofle F' also
a’> =b* + (a+b)(a —b),
und damit die dritte binomische Formel

a* —b* = (a+b)(a—10).

22. Wir haben bereits gesehen, dafl die Menge G aller Kongruenzabbildungen der
Anschauungsebene mit der Komposition o eine Gruppe bilden.



a)

b)

Die Teilmenge G aller eigentlichen Bewegungen bildet mit der Komposition
o eine Gruppe; wir zeigen dazu fiir (G, 0) die definierenden Eigenschaften
einer Gruppe:

e Seien f, g € G zwei eigentliche Bewegungen. Wegen f, g € G ist
zunéchst auch f o g € G, die Komposition fog : P — P ist also
wiederum eine bijektive Selbstabbildung, die lingentreu und winkeltreu
ist. Dabei bleibt der Drehsinn der Winkel geméaf

<1f(9(A) f(9(9))f(9(B)) = <9(A)g(S)g(B) = <ASB

fiir alle A, S, B € P mit A # S # B erhalten; damit ist fog auch orien-
tierungstreu, also f o g € G. Folglich ist G beziiglich o abgeschlossen.

e Das Assoziativgesetz iibertrigt sich von der Gruppe (G, o) auf die Teil-
menge G und es gilt (fog)oh = fo(goh) firalle f, g, h € G;.

e Esist id € GGy, und fiir alle f € G; gilt foid = f =ido f. Damit ist id
das neutrale Element beziiglich o.

e Fiir jedes f € Gy gilt wegen f € G zuniichst f~! € G; die Umkehrab-
bildung f~!: P — P ist also wiederum eine bijektive Selbstabbildung,
die langentreu und winkeltreu ist. Dabei bleibt der Drehsinn der Winkel
gemaf

AT HB) = < f(FTH AN F(fH(B) = <ASB
fir alle A, S, B € P mit A # S # B erhalten; damit ist f~! auch

orientierungstreu, also f~! € G;.

Die Teilmenge G5 aller uneigentlichen Bewegungen bildet mit der Kompo-
sition o keine Gruppe; wir zeigen dazu anhand eines geeigneten Gegenbei-
spiels, dafl GGy beziiglich o nicht abgeschlossen ist.

Sind ndmlich s; und sy zwei Achsenspiegelungen (und damit uneigentliche
Bewegungen) zu den Achsen a; und as, so gilt zwar sy, sy € Go, die Kompo-
sition f = s 0 57 ist aber stets eine eigentliche Bewegung, also ss 0 s1 ¢ Ga:

e sind a; und ay parallel, so ist f eine Parallelverschiebung;

e schneiden sich a; und ay in Z, so ist f eine Drehung um 2.

Die Teilmenge Gj3 aller Drehungen bildet mit der Komposition o keine
Gruppe; wir zeigen dazu anhand eines geeigneten Gegenbeispiels, dafl G
beziiglich o nicht abgeschlossen ist.

Sind nédmlich d; und dy zwei Drehungen jeweils um 180° (und damit zwei
Punktspiegelungen) mit verschiedenen Drehzentren Z; und Zs, so gilt zwar
di, dy € G35, die Komposition f = dy o d; besitzt aber keinen Fixpunkt Z
und ist damit insbesondere keine Drehung, also dy o d; ¢ G3: als Fixpunkt
kidme ja nur ein Punkt auf der Verbindungsgeraden von Z; und Z; in Frage,
diese werden aber um 2 - Z;Z, in Richtung von Z; nach Z, verschoben.

Die Teilmenge GG, aller Drehungen um ein festes Drehzentrum Z bildet mit
der Komposition o eine Gruppe; wir zeigen dazu fiir (Gy, o) die definierenden
Eigenschaften einer Gruppe:



Seien f, g € G4 zwei Drehungen um das Drehzentrum Z mit den Dreh-
winkeln d; und d5. Dann ist die Komposition f o g wieder eine Drehung
um das Drehzentrum Z mit dem Drehwinkel §; + 95, also fog € Gy.
Folglich ist G4 beziiglich o abgeschlossen.

Das Assoziativgesetz iibertriagt sich von der Gruppe (G, o) auf die Teil-
menge G4, und es gilt (fog)oh = fo(goh) fir alle f, g, h € Gy.
Die Identitat kann als Drehung um das Drehzentrum Z mit dem Dreh-
winkel 0° aufgefaBt werden; es ist also id € G4, und fiir alle f € G4 gilt
foid = f =ido f. Damit ist id das neutrale Element beziiglich o.

Sei f € G4 die Drehung um das Drehzentrum Z mit dem Drehwinkel ¢;

damit ist f bijektiv, und f~!ist die Drehung um das Drehzentrum Z mit
dem Drehwinkel —§, also f~! € G4, und es gilt fo f1 =id= f~1o f.

23. Wir betrachten die beiden Dreiecke AABC sowie AA’B'C' mit AB = A'B’

und BC

= B'C" und CA = C'"A’. Wir zeigen, dafl das Dreieck AABC durch

eine Verkettung von hochstens drei Achsenspiegelungen auf das Dreieck AA’B'C’
abgebildet werden kann: es sei zunéchst

Achsenspiegelung an der
fi= Mittelsenkrechten von A und A’, fiir A # A’,
Identitét, fir A=A,

mit f1(A) = A’ sowie

dann

f2

A,(B) = fi(A)/1(B) = AB = A B,

Achsenspiegelung an der
= Mittelsenkrechten von fi(B) und B, fir fi(B) # B,
Identitat, fir f1(B) = B,

mit fo(A") = A" und fo( f1(B)) = B’ sowie

A fo(f1(C)) = fa(f1(A)) fo(f1(C)) = fi(A) f1i(C) = AC = AC”

B'fo(f1(C)) = f2(f1(B) f2(f1(C)) = f(B)fi(C) = BC = B'C",
und schliefilich

fs=

Achsenspiegelung an der
Mittelsenkrechten von fo(f1(C)) und C’, fiir fo(f1(C)) # 7,
Identitét, fir fo(f1(C)) =",

mit f3(A’) = A" und f3(B’') = B’ sowie f3(f2(f1(C))) = C'. Insgesamt ist da-
mit die Kongruenzabbildung f = f3 o f5 o f; die Verkettung von hochstens drei
Achsenspiegelungen mit f(A) = A’ und f(B) = B’ und f(C) =C".



24.

a) Fiir das gegebene spitzwinklige Dreieck AABC' werden die Innenwinkel wie

iiblich mit a = <BAC, f = <CBA und v = <ACB bezeichnet; dabei
gilt nach Voraussetzung o < 90°, 8 < 90° und v < 90°. Fiir den auf der
Strecke [AB] fest gewihlten Punkt X mit A # X # B wird der Bildpunkt
X' bzw. X" der Bildpunkt unter der Achsenspiegelung an der Geraden BC
bzw. C'A betrachtet; damit ist BC' bzw. C'A die Mittelsenkrechte von [ X X']
bzw. [X X"] ist, und die Mittelpunkte seien mit M’ bzw. M” bezeichnet:

A X B

Wegen 5 < 90° und v < 90° liegt M’ auf der Strecke [BC|, wegen a < 90°
und vy < 90° liegt M"” auf der Strecke [AC]; es gilt sogar B # M’ # C und
A # M" # C. Wir betrachten das Dreieck AX X’ X" mit den Innenwinkeln
&, & und £ geméB der Skizze: aus
o __ / ’ " " _ o _
180° = aBX X'+ aX'X X"+ <aX"XA = (180° — (o + B)) +E =y + €

.

=90°—-p =£ =90° —« ;fy
ergibt sich wegen v < 90° dann
£=180°—~>90° und damit ¢ <90° und & < 90°,

so daf sich die Halbgeraden [M’'C und [X'X” in einem Punkt Y sowie die
Halbgeraden [M"”C und [X”X’ in einem Punkt Z schneiden; insbesondere
liegt dann Y auf [BC' sowie Z auf [AC.

Aufgrund der Winkeltreue der beiden betrachteten Achsenspiegelungen an
den Geraden BC' und C'A ergibt sich ferner

IM'CX'=<«XCM' und <X"CM" = <M"CX,
so daf} wir fiir den gerichteten Winkel
<X'"CX'=<X"CM" +<M"CX +<XCM' +<M'CX" =
=2 (a«M"CX +<XCM')=2-<M"CM' =2 -~ < 180°

erhalten; damit schneiden sich aber sogar die Strecken [BC] und [X'X"] im
Punkt Y sowie die Strecken [C'A] und [X'X"] im Punkt Z.



b) Fiir beliebige Punkte P auf der Strecke [BC| und @ auf der Strecke [C'A]
ergibt sich aufgrund der Abstandstreue der beiden betrachteten Achsenspie-
gelungen an der Geraden BC' und C'A dann

X'P=XP ud QX"=0QX,

so daf sich unter zweimaliger Verwendung der Dreiecksungleichung

X'X"<X'P+PQ+QX"=XP+PQ+0X

ergibt; damit betrdgt die Gesamtlinge X P + PQ + QX mindestens X’ X".
Bei der speziellen Wahl der Punkte P = Y und () = Z auf der Strecke
[X’X"] erhélt man dagegen

XX'=XY+YZ+ZX"=XY+YZ+ZX,

so dafl hierdurch die minmale Gesamtldnge von X’X"” realisiert wird.



