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17. Im Ergebnisraum Q = {1,2,3,4,5,6,7,8} sind die drei Ereignisse
A=1{1,2,34}, B={1,458 und C={1,2,7,8)
zu betrachten; dabei gilt
AnNnB={1,4}, AnC={1,2}, BNnC={1,8} und AnBNC=({1}.

a) Mit P({k}) = 3 fiir alle k = 1,2,...,8 ergibt sich

PANB) = = 44 = P(A)-P(B)

PANC) = § = 43 = PA)-PC)

P(BNC) = § = 1} = P(B)-P@)
P(ANBNC) = L = 1.1.1 — p(4).P(B)- P(C);

damit sind die Ereignisse A, B und C' unabhéngig.
b) Mit P({k}) = 1 fiir k = 1,3,5,7 sowie P({(}) = = fiir £ = 2,4,6,8 ergibt

sich
PANB) = 1 = 14 = P(A)-P(B)
PANC) = 4 = L& = PA)-PO)
P(BNC) = i = %% = P(B)-P(C)
P(ANBNC) = & # 311 = P(4) P(B)-P(O);

damit sind die Ereignisse A, B und C' zwar paarweise unabhéngig, aber
nicht unabhingig.

¢) P({k})= 4 fir k=1,2,4,6,7,8 sowie P({(}) = 1 fiir £ = 3,5 ergibt sich

P(ANB) = 1 # 1.1 — p(4).P(B)

PANC) = L = L1 = P(4) P(O)

P(BNC) = é = %% = P(B)-P(C)
PANBNC) = & = {11 = P(4)-P(B)- P(C)

damit sind die Ereignisse A, B und C' abhéngig.



18. Sei (2, A, P) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum sowie A und B € A zwei
Ereignisse. Wir zeigen zunéchst die Aquivalenzbeziehung

A und B unabhiingig <= P(ANB)-P(ANB)=P(ANB)-P(ANB).

e Fiir ,=—" seien die beiden Ereignisse A und B unabhéngig. Damit sind
auch die Ereignisse A und B, A und B sowie A und B unabhéngig, und es
gilt

e Fiir ,<="sei P(ANB)-P(ANB) = P(ANB) - P(AN B). Wir eliminieren
im ersten Schritt das Ereignis B mit Hilfe von

P(A)=P(ANB)+ P(ANB), also P(ANB)= P(A)— P(ANB),

P(A)=P(ANB)+ P(ANB), also P(ANB)= P(A)— P(ANB),

und erhalten

P(ANB) - (P(ﬁ) — P(AN B)) =P(ANB)- (P(A) — P(AN B)),
also

P(ANB)-P(A)—P(ANB)-P(AN
=P(AN

~—

B) =
B)- P(A) — P(ANB)-P(AN B),

und damit
P(ANB) - P(Z) = P(ﬁﬂ B) - P(A);

nun eliminieren wir noch im zweiten Schritt das Ereignis A mit Hilfe von
P(B)=P(ANB)+ P(ANB), also P(ANB)= P(B)— P(ANB),
sowie P(A) = 1 — P(A) und erhalten
P(ANB)-(1—-P(A)) = (P(B) — P(AN B)) - P(A),
also
P(ANnB)—P(ANB)-P(A)=P(B)-P(A)— P(ANB)-P(A)

und damit

P(ANB)= P(A)- P(B).
Folglich sind die beiden Ereignisse A und B unabhéngig.

Wir zeigen nun im Falle 0 < P(B) < 1 die Aquivalenzbeziehung

A, B unabhéngig <= Pp(A) = P5(A).



e Fiir ,=" seien die beiden Ereignisse A, B € A unabhéngig. Damit gilt
P(ANB) = P(A)- P(B) sowiec P(AN B) = P(A) - P(B) und folglich

P(ANB) P(A)-P(B)
P(B)  P(B)

Pp(A) = = P(4)

sowie

und damit Pg(A) = P5(A).

e Fiir ,<=* gelte die Bezichung Pg(A) = P5(A); wegen 0 < P(B) < 1 gilt
mit P(B) = 1 — P(B) auch 0 < P(B) < 1. Ferner gilt zudem die Beziehung
P(ANB) = P(A) — P(AN B). Damit erhalten wir

P(AnB) P(ANB)

P(B)  P(B)
— P(ANB)-P(B)=PANB)-P(B)
= P(ANB)-(1-P(B)) =
— (P(A) - P(ANB)) - P(B)
— P(ANnB)—P(ANB)-P(B)=
= P(A)-P(B) - P(ANB) - P(B)
= P(ANB)=P(A)-P(B),

Pp(A) = Pg(4) —>

weswegen die Ereignisse A, B € A unabhéngig sind.
19. a) Fiir die beiden als unabhingig vorausgesetzten Ereignisse

U : ,Max trifft unten.®
O : ,Max trifft oben.“

mit den Wahrscheinlichkeiten P(U) = 0,40 und P(U) = 0,25 erhalten wir:
e Die Wahrscheinlichkeit, daff Max unten und oben trifft, betrigt

=P(UNO)=PU)-P(O)=040-0,25=0,10 = 10,0 %.
e Die Wahrscheinlichkeit, dafl Max genau einmal trifft, betragt
po=PUNO)+PUNO)=PU)-PO)+PU)-PO) =
=0,40- 0,75+ 0,60 - 0,25 = 0,30 + 0,15 = 0,45 = 45,0 %.
e Die Wahrscheinlichkeit, dafl Max iiberhaupt nicht trifft, betragt
= P(UNO)PU)-P(O)=0,60-0,75= 0,45 = 45,0 %.

b) Nun fithrt Max 20 Durchgéinge unabhéngig voneinander aus.

e Die Situation stellt eine Bernoulli-Kette der Linge n = 20 mit Parame-
ter p = p; = 0,10 dar. Die Wahrscheinlichkeit, dafl Max in genau k = 3
Durchgéngen unten und oben trifft, betrégt

20
P({k=3}) = ( 3) -0,10*- 0,90 ~ 19,01 %.



e Die Situation stellt eine Bernoulli-Kette der Linge n = 20 mit Para-
meter p = py = 0,45 dar. Die Wahrscheinlichkeit, dafl Max in hochstens
k = 5 Durchgéngen genau einmal trifft, betrigt

5
20
P({k<5}) =) (k) -0,45% - 0,55°7% ~ 5,53 %.
k=0
e Die Situation stellt eine Bernoulli-Kette der Lange n = 20 mit Parame-
ter p=1—p3=1—-0,45 = 0,55 dar. Die Wahrscheinlichkeit, dafli Max

in mindestens k& = 16 Durchgiingen mindestens eines der beiden Ziele
trifft, betrdgt

20
2
P({k>16})= > ( O) -0,55" - 0,452°% &~ 1,89 %.

k
k=16

20. a) Die Nachricht kommt genau dann korrekt an, wenn eine gerade Anzahl an
Ubertragungsfehler auftritt; bei den gegebenen Konstellationen kommt die
Nachricht also bei keinem, zwei, vier oder sechs Ubertragungsfehler korrekt
an.

e Fiir p = 0,2 und n = 6 erhalten wir

6 6
P = (o) -0,2°.0,8° + <2> 0,220,804+

6 6
+ <4) 0,240,824+ <6> .0,25.0,8° ~ 52,33 %.

e Fiir p = 0,2 und n = 7 erhalten wir

7 7
P= (o) -0,2°.0,8" + (2) -0,22-0,8°+

7 7
+ <4> .0,24.0,8 + (6) .0,25.0,8" = 51,40 %.

e Fiir p = 0,8 und n = 6 erhalten wir

6 6
P= (0) -0,8Y-0,25 + (2) .0,8%-0,2"+

6 6
+ <4> 0,802 + (6> -0,8%.0,2° ~ 52,33 %.

e Fiir p = 0,8 und n = 7 erhalten wir

7 7
P= <o> 0,870,227 + (2) .0,82-0,2°+

7 7
+ <4> -0,84.0,2% + <6> -0,8%.0,2' ~ 48,60 %.



Wir betrachten eine Bernoulli-Kette der Lénge n mit dem Parameter p.
Die Nachricht kommt genau bei einer geraden Anzahl 2 mit 0 < ¢ < k
von Ubertragungsfehler korrekt an; dabei bezeichnet k die grofte natiirliche
Zahl mit 2 k < n. Mit der Trefferwahrscheinlichkeit p und der dazugehorigen
Gegenwahrscheinlichkeit ¢ = 1 — p ergibt sich fiir die Wahrscheinlichkeit
einer korrekt iibertragenen Nachricht

Mit Hilfe des Binomischen Lehrsatzes erhalten wir zum einen

n n -
1:1"=(q+p)"22(€) "

=0

sowie zum anderen
n n - n n—
(1-2p)"=(qg—p)" = (6) " (=),
0
zusammen also

1+ (1—2p)" = i (Z) .qn—f.phrzn: (Z) g (=p)!

0, falls ¢ ungerade,
P =1,
2pt, falls £ gerade.

Damit sind in der Summe nur die Summanden mit einem geraden Index
¢ =24 fiir 0 <7 <k zu beriicksichtigen, und wir erhalten

I1+(1—-2p)" = i (Z) iy (p£+(—1)z~pz)

=

0
Fn
n—21 21
_ ) .9
4 (21) 1 p
0
5

1=

- 9. <;) PR = 9. p
im0\

und damit die gewiinschte Beziehung

1+ =2p)
=

P



e Wir betrachten zunichst den Fall, daB die Anzahl n der Ubertragungen
gerade ist, und bestimmen P fiir spezielle Werte von p:

I+(1—-2-0" 1+1

fir p=0 -ergibtsich P = 5 5 1;
1 1+(1-=2-9)" 1+0 1
fir p= - ergibtsich P = ( ) _ 1Y =
2 2 2 2
I+4(1-=2-1)" 1+1
fir p=1 ergibtsich P = + 5 ) = ; =1

Steigt nun p von 0 bis %, so fallt 1 — 2p von 1 bis 0, und damit fallt
auch (1 —2p)" von 1 bis 0, so daf schlieBlich P von 1 bis % fallt; steigt
p weiter von % bis 1, so fallt 1 — 2 p weiter von 0 bis —1, und wegen n
gerade steigt (1 — 2p)” wieder von 0 bis 1, so daf schlielich auch P

wieder von % bis 1 steigt.

e Wir betrachten nun den Fall, dal die Anzahl n der Ubertragungen un-
gerade ist, und bestimmen P fiir spezielle Werte von p:

I+(1—-2-0" 1+1

fir p=0 -ergibtsich P = 5 5 1;

1 1+(1-=2-9)" 1+0 1

fir p= - ergibtsich P = ( 2) -0 —;

2 2 2 2
I+4(1-=2-1)" 1-1

fir p=1 ergibtsich P = + 5 ) =— = 0.

Steigt nun p von 0 bis 1, so féllt 1 —2p von 1 bis —1; da n ungerade ist,
fallt auch (1 —2p)™ von 1 bis —1, so dafl schliefilich P von 1 bis 0 fillt.

Der Zusammenhang zwischen P und p liefle sich damit folgendermaflen gra-
phisch veranschaulichen:

P n gerade P n ungerade

A

[a)
N|I—= T
[a—y

Diese graphische Veranschaulichung ist jedoch fiir die gewiinschte Interpre-
tation nicht zwingend erforderlich.



