MATHEMATISCHES INSTITUT SS 2013
DER UNIVERSITAT MUNCHEN Blatt 2
Dr. E. Schorner 29.04.2013

Ubungen zur Vorlesung
,Grundlagen der Mathematik II*

— Losungsvorschlag —
5. a) Fir die Darstellung von ¢ = % € Q als vollstandig gekiirzten Bruch

bendtigen wir fiir z = 2016 und n = 3465 das positive d € ggT(z,n). Wir
erhalten mit Hilfe des euklidischen Algorithmus

3465 = 1-2016 + 1449

2016 = 1-1449 4+ 567

1449 = 2.567+ 315
267 = 1-315+4 252
315 = 1252463
252 = 4-63

also d = 63, und folglich die vollstéandig gekiirzten Bruchdarstellung
~ 2016 2016:63 32

77 3465 ~ 3465:63 55
b) Man erkennt sofort
37 61 19 91
q1—4—4>0, QQ—@>O, Q3——3—2<0 und Q4—7—3>O
sowie 37 61 91
— 2L — 1 — S
a1 1 <1, @ 19 > und g4 73 > 1
wegen
61 91
1- =44 4459 =91 -4 il = — < — = (4.
61-T3=4453 <4450 = 0149 gilt 2= <~ =aq

Damit ergibt sich beziiglich der Ordnung < insgesamt die folgende Reihung;:

19 37 61 91
—§<Q1:—<Q2:—<Q4=—-

= 44 19 73



c) Firg = 1—75 und ¢o = % € Q erhélt man

79 7-5049-15 485 97

Nt®e = Tt T T550 0 T 750 150
7T 9 T-50-9-15 215 43
G T 9575 T T 15.50 750 150
79 7.9 63 2

G = 9550 T 15.50 750 250
o 7.9 7.50 350 70
¢ 15 50 9.15 o135 27

und fiir die Primzahl p = 3 ergibt sich damit in

7 7
“ o= 5 = 3. = die Vielfachheit e = —1,
) 32 L die Vielfachheit 2
= _ = . — 1 1 1 € =
? 50 50 ’
97 97
G+ = T = 371 = die Vielfachheit e = —1,
43 43
R 371 = die Vielfachheit e = —1,
21 7
God = o5 = 3. 350 die Vielfachheit e =1,
o 70 = 373. 0 die Vielfachheit e = —3.
. 27 1

6. Auf der Menge Q = {z/n | z € Z und n € N} aller Bruchzahlen mit
21/ny = 29/Ngy <= z1 Ny = 29Ny
ist geméf der Vorlesung durch
21/ny < z9/ng <= 21 Ny < 2o+ My
eine Relation < wohldefiniert.

a) Zum Nachweis der Trichotomie seien z; /ny und z5/ns € Q; damit tritt genau
einer der folgenden drei Félle ein:

e esist 21 - my < 29 - ny, und somit gilt 2y /1y < z9/ns;
e esist 2 -y = 2o - ny, und somit gilt 21 /ny = 25 /na;
® esist 21 - my > 29 - ny, und somit gilt 2y /ny > 2z9/na;
folglich ist < trichotom. Zum Nachweis der Transitivitét seien z1/nq, 2o/n9

und z3/n3 € Q mit z1/ny < z9/ne und z5/ny < 23/n3, also

Z1-Ng < 29-np und 29 -ng < 23 - No;



damit ergibt sich

(Zl'n3>'n2: (Zl'ng)'ng < (22'77,1)'713:
n3>0
= (Z2~n3)-n1 < (Zg'ﬂQ) Ny = (23~n1)-n2,
n1>0
wegen ny > 0 somit

21 ng < 23Ny, also z1/n1 < z3/ns;

folglich ist < transitiv. Dementsprechend ist auch < eine totale Ordnung
auf der Menge Q geméfl der Definition 8.3 der Vorlesung.

Zum Nachweis der Monotoniegesetze seien zy/ny, z2/ns und z3/ng € Q mit
21/n1 <ZQ/TL2, also 21 N < 29 Njq.
Fiir das Monotoniegesetz der Addition betrachten wir die beiden Summen

zl/nl +23/Tl3 = (21 ‘N3 + 23 ~n1)/(n1 ‘ng)

22/n2—|—23/n3 = (zQ-n3+zg-n2)/(n2-n3);
wegen n3 > 0 ergibt sich
(21~n3+z3'n1)~(n2~n3):(zl-nQ)'n§+23‘n1-n2-n3<
< (z-my)-ni+23-n1-ng-n3= (25 13+ 23-ny) - (n1 - N3),
und wir erhalten
21/n1 +23/n3 = (2’1 ‘N3 + 23 - nl)/(nl . TL3) <
< (22'7134*23'712)/(%2'713) :ZQ/TL2+23/713.

Fiir das Monotoniegesetz der Multiplikation betrachten wir unter der zusétz-
lichen Voraussetzung

z3/m3 > 0/1, also 23-1>0-n3 bzw. 23>0,
die beiden Produkte

Zl/’I’Ll : 23/713 = (Zl : 2,’3)/(711 'ng)

Zo/ng - z3/n3 = (29 23)/(ng - n3);
wegen z3 - ng > 0 ergibt sich
(21-23) - (n2-n3) = (21-n2) - (23-n3) < (22-11) - (23-n3) = (22 23) - (N1 - n3),
und wir erhalten
z1/ny - z3/ns = (21 - 23)/(n1 - n3) < (22 23)/(ng - n3) = 22/ny - 23/n3.

Damit ist (Q, +, -, <) ein angeordneter Korper.



7. Wir zeigen fiir m, n € N mit m > 2 und n > 2, dal durch die Zuordnung
Ly DT T E Ly,
genau dann eine Abbildung Z, — 7Z,, definiert wird, wenn m ein Teiler von n
ist.

o Fir,, = “sei f:Z, — Z,, mit T — T eine (wohldefinierte) Abbildung. Es
gilt 0 = 7 in Z, und damit auch 0 = 7 in Z,,; folglich ist m ein Teiler von
n.

o Fiir ,<=" sei m ein Teiler von n. Fiir alle z, y € Z mit ¥ =y in Z, gilt
n | (xr —y); damit gilt auch m | (z — y), und es folgt T = 7 in Z,,. Damit ist
f eine (wohldefinierte) Abbildung.

8. Fiir eine fest gewéhlte Primzahl p betrachten wir die Teilmenge

R:{ie(@
n

z € Z und pJ(nEN}

der Menge Q aller rationalen Zahlen; damit enthélt die Menge R alle rationalen
Zahlen ¢ € Q, die eine Bruchdarstellung ¢ = 2 mit einem Zahler z € Z und
einem nicht durch p teilbaren Nenner n € N besitzen, d.h. die Vielfachheit e von
p in ¢ ist nichtnegativ.

a) Seien r = £ und s = 22 € R mit z1, 20 € Z und p 1 ny, ny € N. Da p eine
Primzahl 1st folgt aus p J( ny und p{ ny schon p 4 ny - ng, und wir erhalten
€z
P 2N+ 2y
rts=—+-=""T—""2 _cR
s ) 1 - No
——
ptninz €N
sowie
€z
2 % TR
ny N2 ny - Ny
——
pining €N
Damit ist R beziiglich der Addition + und der Multiplikation - von Q ab-
geschlossen.

b) Wir weisen fiir (R, +, -) die Rechengesetze eines kommutativen Ringes nach:

e Das Assoziativgesetz und Kommutativgesetz der Addition + und der
Multiplikation - sowie die beiden Distributivgesetze vererben sich von
Q sofort auf die Teilmenge R von Q.

e Wegen 0 € Z bzw. 1 € Z sowie p{ 1 € N liegen das Nullelement 0 = %
bzw. das Einselement 1 = % von Q auch in R.

e Firr =2 € Rmit z € Zund p{n € N gilt wegen —z € Z schon
—r = =% € R; damit enthélt R mit jedem Element r € R auch das

n
additiv inverse Element —r € R.



Insgesamt ist (R, +,-) ein kommutativer Ring.

Der kommutative Ring (R, +, -) ist ein Korper, wenn zusétzlich (R \ {0}, -)
eine kommutative Gruppe ist, also zu jedem r = 2 € R mit 0 # 2z € Z und
ptn € N das multiplikativ inverse Element 7~! € Q schon in R liegt.

Fiir r = ¥ gilt wegen 0 # p € Z und p{1 € N zwar 0 # r € R, aber fiir das

in Q existierende multiplikativ Inverse r~! = £ mit z € Z und n € N gilt
- p = p-z
l=r.rt=2.2_£=
nr 1 n 1-n
also p-z = n und damit p | n, also r~! ¢ R. Folglich ist (R, +, -) kein Kérper.



