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1. a) Die Relation
Ry = {(Iay) €M xN | l‘:y}:{(l,l), (272)}

ist nicht Graph einer Funktion f : M — N, da dem Element x = 3 € M
kein Element y € N zugeordnet wird. Die Relation

Ry = {(I,y) €M xN | x? :y} = {(171)7 (274)7 <3=9>}

ist hingegen Graph einer Funktion f : M — N, denn zu jedem Element
xr € M gibt es genau ein y € N mit (z,y) € Ry, ndmlich y = 2.
b) Fiir die Relation R3 C R x R ergibt sich die folgende Skizze:

by

Es umfafit namlich die Relation
Ry={(z,y) eERxR|y>(z—1)"—1 A 2”+y* <16}

genau diejenigen Punkte, die auf und oberhalb der nach oben gedffneten
Normalparabel mit Scheitel (1, —1) sowie auf der Kreisscheibe mit dem Mit-
telpunkt (0,0) und dem Radius 4 liegen.



2. Auf der Menge M = {1,2,3,4,5} betrachten wir die Relation

R=1{(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(2,4),(3,3), (4,4)}.

Die gegebenen Relationen R 148t sich graphisch wie folgt darstellen:
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o Wir ergiinzen R mit moglichst wenigen Elementen zu einer Aquivalenzrela-
tion R; auf M. Wegen der Reflexivitdt von R; ergéinzen wir zunéchst das
Element (5,5) € R;. Wegen der Symmetrie von R; ergénzen wir nun we-
gen (2,4) € Ry das Element (4,2) € R;. Wegen der Transitivitdt von R
erginzen wir wegen (1,2) € Ry und (2,4) € Ry das Element (1,4) € Ry und
wiederum wegen der Symmetrie von R; schliefllich das Element (4,1) € Ry
und erhalten damit die Aquivalenzrelation

Ry ={(1,1),(1,2),(1,4),(2,1),(2,2),(2,4),(3,3),(4,1),(4,2), (4,4),(5,5) }.
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e Wir ergénzen zundchst R mit den Elementen (5,5), (4,2), (1,4) und (4,1)
wie bei R;. Wegen 3 ~p, 5 ergidnzen wir zudem das Element (3,5) sowie



wegen der Symmetrie von Ry zuséitzlich das Element (5, 3) € Ry und erhalten
damit die Aquivalenzrelation

RQ - {(17 1)’ (17 2)7 (174)7 (2’ 1)7 (27 2)7 (2a 4>a
(3,3),(3,5),(4,1),(4,2),(4,4),(5,3),(5,5) }.
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e Wir ergénzen zunichst R mit den Elementen (5,5), (4,2), (1,4) und (4,1)
wie bei R;. Wegen 4 ~p, 5 erginzen wir zudem das Element (4,5) sowie
wegen der Symmetrie von Ry zusétzlich das Element (5,4) € Rj, dariiber
hinaus mit (1,4) € R3 und (2,4) € R3 sowie (4,5) € R3 wegen der Transiti-
vitdt von Rz die Elemente (1,5) € Rs und (2,5) € Rs und wiederum wegen
der Symmetrie von Rj3 schliefllich die Elemente (5,1) € R3 und (5,2) € R;3
und erhalten damit die Aquivalenzrelation

Ry ={(1,1),(1,2),(1,4), (1,5),(2,1),(2,2),(2,4), (2,5),
(3,3), (4, 1), (4,2), (4,4), (4,5), (5,1), (5,2), (5,4), (5.5)}.
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3. Sei f: M — Q eine Abbildung. Wir betrachten auf der nichtleeren Menge M die
Relation

R={(v,y) e M x M | f(z) < f(v)}

a) Wir untersuchen R auf Reflexivitdt, Symmetrie, Antisymmetrie und Tran-
sitivitat.

e Fiir alle x € M gilt wegen f(z) = f(x) insbesondere f(z) < f(z), also
(z,x) € R; damit ist R reflexiv.

e Etwa fir M = {0,1} und f(0) = 1 und f(1) =2 gilt fir x =0 € M
und y = 1 € M wegen f(z) =1 <2 = f(y) zwar (z,y) € R, wegen
fly) =2 > 1= f(x) aber nicht f(y) < f(z), also (y,z) ¢ R; damit ist
R (im allgemeinen) nicht symmetrisch.

e Etwa fir M = {0,1} und f(0) =3 und f(1) =3 gilt firx =0 € M
und y =1 € M wegen f(z) =3 <3 = f(y) sowie f(y) =3 <3 = f(z)
zwar (z,y) € R und (y,z) € R, aber x = 0 # 1 = y; damit ist R (im
allgemeinen) nicht antisymmetrisch.

e Firallez, y, z € M mit (z,y) € Rund (y,2) € R, also f(z) < f(y) und
fy) < f(z), folgt f(z) < f(2), also (x, z) € R; damit ist R transitiv.

b) Wir zeigen nun, dal R genau dann eine Ordnung auf M ist, wenn f injektiv
ist. Da R gemé$ a) bereits reflexiv und transitiv ist, bleibt noch zu zeigen,
daB R genau dann antisymmetrisch ist, wenn f injektiv ist. Wir zeigen diese
Beziehung iiber den Nachweis der beiden folgenden Implikationen:

e Fiir ,=—* sei die Relation R antisymmetrisch, und zum Nachweis der
Injektivitdt von f: M — Q seien x, y € M mit f(x) = f(y). Damit gilt
f(z) < f(y), also (z,y) € R, und f(y) < f(z), also (y,z) € R, woraus
mit der Antisymmetrie von R schon z = y folgt; damit ist f injektiv.

e Fiir ,<—=" sei f injektiv, und zum Nachweis der Antisymmetrie von R
seien x, y € M mit (x,y) € R und (y,z) € R. Damit gilt f(z) < f(y)
und f(y) < f(x), wegen der Antisymmetrie von < auf der Menge Q
also f(x) = f(y), woraus mit der Injektivitat von f schon z = y folgt;
damit ist R antisymmetrisch.

4. Auf der Menge Q der rationalen Zahlen betrachten wir die beiden Relationen

Ry ={(z,y) eQxQ|z-y >0}

und
Ry ={(z,9) €cQxQ|z-y>0Va=y}.

Zum einen gilt fiir die Relation Ry firx = -1 € Q,y=0€Qund z=1€ Q
zwar
r-y=(-1)-0=02>0, also (x,y) € Ry,

und
y-2=0-1=02>0, also (y,2) € Ry,

wegen
r-z=(-1)-1=-1<0 aber (,2) ¢ Ry;



damit ist R, nicht transitiv, insbesondere also keine Aquivalenzrelation auf Q.
Zum anderen ergibt sich fiir die Relation Rs:
e Fiir alle z € Q ist = x, also (z,x) € Ry; folglich ist Ry reflexiv.

e Fiiralle z, y € Q mit (z,y) € Ry gilt x =y V x-y > 0, woraus sich mit dem
Kommutativgesetz der Multiplikation y = x V y -z > 0, also (y,z) € Ry,
ergibt; folglich ist Ry symmetrisch.

e Fiir alle z, y, 2 € Q mit (z,y) € Ry und (y, 2) € Ry gilt

r=yVz-y>0  wegen (z,y) € Ry
=zVy-2z>0  wegen (y,2) € Ry

wodurch die folgende Fallunterscheidung motiviert wird:

— Aus x = y und y = z folgt sofort z = z.

— Aus z =y und y - z > 0 folgt sofort -z > 0.

— Aus z -y > 0 und y = z folgt sofort -z > 0.

—Ausz-y>0undy-z>0folgt 0 < (z-y) - (y-2) =z y*- 2, wegen
y? > 0also z -z > 0.

Damit gilt stets x = z V z -2z > 0, also (z, 2) € Ry; folglich ist Ry transitiv.

Damit ist R, eine Aquivalenzrelation auf Q. Fiir die Aquivalenzklasse T mit z € Q
betrachten wir folgende Félle:

e Fiir z € Q1 ergibt sich wegen
YET < (z,y) €R < (r=y oder z-y>0) = y>0
die Aquivalenzklasse Q7.
e Fiir x = 0 ergibt sich wegen
YyeT <= (r,y) € R < (a::y oder x-y>0) = y=
die Aquivalenzklasse {0}.
e Fiir x € Q ergibt sich wegen

YET < (1,y) €R < (v =y oder z-y>0) =y <0

die Aquivalenzklasse Q™.



