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1. a) Wir zeigen, dafl die Relation
R={(z,y) eNxN|3a,beN: y=a-2"}

eine Ordnung auf der Menge N ist.
e Fiir alle z € Nist 2 = 1 -2, damit erhalten wir fiir a = 1 und b = 1 die
Beziehung x = a - 2, also ist (7, ) € R; damit ist R reflexiv.
e Fiir alle z, y € N mit (z,y) € R und (y,x) € R ergibt sich

b

Ja,beN:y=a-2° und Je¢,deN:z=c-ye

Daa,b, c, d, z,y €N, folgt aus y = a-2® bzw. = ¢ y? die Beziehung
y > x bzw. x > vy, also ist x = y; damit ist R antisymmetrisch.
e Fiir alle z, y, z € Nmit (z,y) € R und (y, 2) € R ergibt sich

b

Ja,beN:y=a-2* und Je¢, deN: z=c-y?%

mit y = a - 2° erhalten wir
d :
z:c-yd:c-(a-xb) =c-al. 2b?

mit ¢-a? € Nund b-d € N, also ist (z,2) € R; damit ist R transitiv.
b) Sei ) # M C R eine beschrinkte Teilmenge.

e [st M nun nach unten beschrénkt, so heifit eine grofite untere Schranke
¢p € K das Infimum von M.

e [st M nun nach oben beschrankt, so heifit eine kleinste obere Schranke
by € K das Supremum von M.

Wir betrachten die Menge

M:{1+

n,mEN} CR.
n—+m

Esgilt 1 <1+ nJ+m < 3 fiir alle n, m € N; folglich ist M (etwa durch 1)
nach unten sowie (etwa durch %) nach oben beschrénkt, wobei wegen % eM



schon sup M = 5 ist Fiir alle b € R mit 1 < b ist 0 < b — 1, und nach dem
Archimedischen AXlOIIl gibt es ein n € N mit * S <b—1; damlt ergibt sich

1 1
1+ <14+=<1+(0-1)=0,
n+ n

so dafl b keine untere Schranke von M sein kann. Folglich ist 1 die gréfite
untere Schranke von M, also inf M = 1.

Wegen sup M = % € M gilt schon sup M = max M; wegen

1
n—+m

ist aber inf M =1 ¢ M, so da8 M kein Minimum besitzt.

1+

#1 fir alle n,m € N

a) Sei (2, A, P) ein (endlicher) Wahrscheinlichkeitsraum sowie A, B € A mit
0< P(B) <1

e Ein Ereignis A € A tritt unter der Bedingung, dafl B eintritt, mit der
relativen Wahrscheinlichkeit

P(ANB)

Pp(A) = “P(B)

ein.

e Die beiden Ereignisse A, B € A heiflen stochastisch unabhéngig, wenn
P(ANB)=P(A)- P(B)

gilt.
Wir zeigen nun die Beziehung
Pp(A) < P(A) = P(A) < P5(A).
Mit P(ANB) = P(A) — P(ANB) und 0 < P(B) < 1 ist
P(ANB)
P(B)
P(ANB) < P(A)- P(B)
P(A)— P(ANB) < P(A)- (1— P(B))
P(A)— P(ANB) < P(A) — P(A) - P(B)
P(A)-P(B) < P(ANB)
P(ANB)
P(A) < W
P(A) < Pg(A).

Pg(A) < P(A) < P(A)

el

I

b) Wir betrachten den Ergebnisraum Q = {1,2,3,4,5,6,7,8}; unter der vor-

ausgesetzten Gleichverteilung gilt P(E) = ‘|£|| fiir alle £ € A. Die beiden



Ereignisse A = {2,3,5,7} und B = {3,4,5,6} mit AN B = {3,5} sind
zunéchst wegen
PA)-PB) =+ LY panp
2 2 4
stochastisch unabhéngig. Ferner bestimmen wir nun die Anzahl der Ereig-
nisse C' € A, fiir die die drei Ereignisse A, B, C' stochastisch unabhingig
sind; hierfiir miissen neben der bereits gezeigten Bedingung

P(A)- P(B) = P(AN B)

die Beziechungen

und

.P(C) = P(BNC)

sowie

P(A)- P(B) - P(C) = i .P(C)=P(ANBNC)

gelten. Es ist (ANBNC) C {3,5}, und wir treffen hinsichtlich der Méchtig-
keit von A N BN C die folgende Fallunterscheidung:

e In Fall 1 sei [ANBNC| =0, also PLAN BN C) = 0; damit ist
1-P(C)=P(ANBNC) zu P(C) =0, also C = 0, gleichwertig, und
es gibt in diesem Fall genau eine Moglichkeit fiir C.

e In Fall 2 sei [ANBNC| =2, also PPANBNC) = 1; damit ist
1 P(C)=P(ANBNC) zu P(C) =1, also C' = Q, gleichwertig, und
es gibt in diesem Fall genau eine Moglichkeit fiir C.

e In Fall 3sei [ANBNC| =1, also PIANBNC) = §; damit ist
1-P(C)=P(ANBNC) zu P(C) =1, also |C| = 4, gleichwertig, und

wegen
P(ANC)=P(4) P(C) = wd P(BNO)=P(B) P(C) = |

ergeben sich ferner |AN C| =2 und |B N C| = 2. Wir bestimmen nun
die Anzahl der Ereignisse C' mit diesen Eigenschaften. Wegen

|JANBNC|=1

wiéhlen eine der beiden Zahlen 3 und 5 in A N B; dafiir haben wir zwei
Moglichkeiten, und fiir jede Wahl ist fiir ANC bzw. BNC bereits genau
ein Element festgelegt. Wegen

|IANC|=2  und |IBNC|=2

wéhlen wir nun jeweils eine der beiden Zahlen von A und B, welche nicht
im Schnitt AN B liegen; dabei haben wir fiir A die beiden Moglichkeiten



2 oder 7 bzw. fiir B die beiden Moglichkeiten 4 oder 6. Damit liegen nun
von C' genau drei Elemente fest. Schliefllich wéhlen wir wegen |C| = 4
noch eine der beiden Zahlen 1 oder 8, die weder Elemente von A noch
B sind; hierfiir haben wir wiederum zwei Mdoglichkeiten. Damit gibt es
in diesem Fall genau 2-2-2-2 = 16 Moglichkeiten fiir C.

Insgesamt ergeben sich genau 1+ 1+ 16 = 18 Moglichkeiten, fiir die die drei
Ereignisse A, B, C' stochastisch unabhéngig sind.

Fiir ein beliebiges Dreieck AABC' mit den Innenwinkeln «, # und + und

den Seitenlingen a = BC, b = CA und ¢ = AB gilt:
sina  sinf  sinvy a b c
= = bzw. — = — = —.
a b c sinaw  sinf8  sinvy

Fiir den Schnittpunkt D der Winkelhalbierenden von v mit der Seite [AB]
zeigen wir nun die Beziehung

AD: BD = AC : BC.

Sei dazu AD = u und DB = v sowie <CDA = § und <BDC = 180° — 6.
Im Dreieck AADC' gilt nach dem Sinussatz

U b

sin 32’- sin ¢

sowie im Dreieck ADBC wiederum nach dem Sinussatz
v a

sin?  sin(180° — o)’

~—~

Wegen sin § = sin(180° — ¢) gilt dann

= b also AD: BD = AC : BC.

a

SHES

Wir betrachten das gleichschenklige Dreieck AABC mit s = AC = BC und
b = AB; zudem sei H, der HohenfuBpunkt von A auf BC mit h, = AH,
sowie H, der Hohenfufipunkt von C auf AB mit h, = CH,.

Die Dreiecke AABH, und ABCH, stimmen in den beiden Innenwinkeln
<H,BA = <CBH. und <AH,B = 90° = <BH.C und wegen der Innen-
winkelsumme im Dreieck auch im dritten Innenwinkel <BAH, = <H.CB
iiberein und sind daher dhnlich; folglich gilt

s b

he hy

Da das Dreieck AABC gleichschenklig ist, teilt H, die Seite [AB] im Verhélt-
nis 1:1, und es gilt AH. = H.B = g, und im rechtwinkligen Dreieck ABC'H,.
ergibt sich nach dem Satz des Pythagoras

b 2
2:h2 e ]
S C—i—(2>



Mit h, = 6 und h,. = 5 erhalten wir

S b h 5
2 _ L
oo T 6
und damit
b\ 5 \° b\
2 _ 12 0 2 _ p2 0
s —hc+(2) = (6b) hc+(2) =
4 25-9 15
= R =R = =T b= —
9 ¢ 4 2’

—_

5 25
2 4

a) Sei (K[X],+,) der Polynomring iiber dem Koérper (K, +, ) sowie p € K[X]
mit Grad(p) > 1 und a € K.

e Ein Element a € K heifit Nullstelle des Polynoms p € K[X], wenn es
geméB f,(a) = 0 eine Nullstelle der Polynomabbildung ist; alternativ
konnen wir auch die folgende Definition treffen: es ist a genau dann eine
Nullstelle von p, wenn es ein s € K[X] mit p = (X — a) - s gibt.

e Ist a eine Nullstelle von p, so gibt es ein e € N und ein sy € K[X] mit

p = (X —a)®-sp; ist a keine Nullstelle von s, so ist e eindeutig bestimmt
und heiflt die Vielfachheit von a als Nullstelle von p.

b) Wir betrachten das Polynom p = X° —i € C[X] und bestimme die Nullstel-
len von p. Die Nullstlellen sind genau die Losungen der Polynomgleichung

2> —i =0, also

2 —i=0

20 =1
z

> = E(90°)

90° 360°
=E E (k-
e (5) B ()
2= E(18%) - E(k - 72°)
2= E(18° + k- 72°)

reviy

mit k € {0,1,2,3,4}. Es ergeben sich genau die fiinf verschiedenen Losungen
21 = E(18%),29 = E(90°), 23 = FE(162°), 24 = FE(234°), 25 = E(306°),
also die Nullstelle von p in Polardarstellung. Diese liegen in der Gauflschen

Zahlenebene auf dem Einheitskreis und bilden die Eckpunkte eines reguléren
Fiinfecks; es ergibt sich die folgende Skizze:



ilm(z)

23 <1

Re(z)

24 25

Wir betrachten in Abhéngigkeit von den positiven reellen Parametern aq,
ag € R* das Polynom

p=X"—-3X*+a; X —ap € R[X].
Fiir a; = 3 und ag = 2 ist
p=X"-3X"+3X-2=(X*-3X+3X-1)-1=(X-1°-1

Die Nullstellen von p iiber C sind genau die Losungen der Polynomgleichung
(z—1)>=1=0, also

(z—1P-1=0 <= (z-1>%=1
— z—-1=E(k-120°)
— z=E(k-120°)+1

mit k € {0,1,2}. Fiir a; = 3 und ag =1 ist
p=X>—3X243X—-1=(X—-1)°;

fiir diese Wahl der Parameter a; und ag besitzt p die reelle Nullstelle a = 1
mit der Vielfachheit e = 3.



