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45. a) Wir betrachten die beiden Polynome

p=4X*"4+9X*+2X? und ¢=4X°+ X?ecR[X].

Fiir p + ¢ erhalten wir
PHg=AX"+9X +2X)+ UXP + X)) =4X' +13 X% +3 X2

Fiir p — g erhalten wir

p—q=(AX"+9X*+2X?) - 4X*+ X?) =4 X" +5 X%+ X2

Fiir p - g erhalten wir

prg=AX"+9X*+2X?) 4 X3+ X?) =
=16 X" +4X°4+36X°4+9X°+8X5 42X =
=16 X" +40 X% +17X° + 2 X*.
e Fiir p : ¢ erhalten wir
pig = AX'"+9X°+2X%): (4X°+X%) =X +2

—(4X*+ X?)

8 X3 +2X°2

—(8 X3 +2X7?)

0

b) Das Polynom p = X%+ X* + 16 X + 16 besitzt wegen
p(—1) = (=1° + (=1)*+16-(-1)+16=0
die Nullstelle —1, und die Polynomdivision ergibt
(X°+ X' +16 X +16): (X +1)=X"+16
_(XS —|—X4)
16 X + 16

—(16 X + 16)
0



Ferner besitzt die Polynomgleichung 2* + 16 = 0 wegen

=-16 = '=16-E(180°)

— z:\71_6~E(%>-E<k-360)

4
< 2=2-FE(45°) - E(k-90°)

mit k£ € {0,1,2,3} iiber C genau die vier verschiedenen Nullstellen

5 =2-E(45°)-E(0°) = 2. \/75+\/7§z 1=V24+V2i

2 =2-E(45°) - B(90°) = 2- i) i =—V2+V2i

2 =2 E(45°) - E(180°) = 2-

V2 V2

2 2

\/75+\/7§i (=1) = V2 -V2i
2 =2 E(45°) - B(270°) = 2- \/75 gz (=) = V2 = V2i.

Damit ist

p=X"+X"+16X +16 =
= (X =1 (X = (V24 v2i)) - (x = (-v2+2i))-
(= (V2 V) (x - (Ve vai))
die gewiinschte Darstellung von p als Produkt in Linearfaktoren.
46. a) Im Polynomring R[X] erhalten wir

(X?+ X)) (X?~1)=X+1 Rest X+1
—(X* - X)
X2+ X
—(X*-1)
X+1
und
(X?—X?2-2X+3):(X-2)=X*>+X Rest 3
—(X? -2X?)
X?-2X+3
—(X?-2X)
3



b)

A7, a)

Fir die Funktion

23 + 22 r+1
R\ {-1,1} - R, f(z)= 1 :x+1+m,
stellt die Gerade mit der Gleichung y = x + 1 eine schrige Asymptote an
den Graphen Gy der Funktion f dar; fiir die Funktion
' -2 =2x+3

g:R\ {2} = R, g¢g(x)= P =z —|—m—|—x_2,
stellt die Parabel mit der Gleichung y = 22 +z eine asymptotische Niherung
an den Graphen G, der Funktion g dar.

Fiir das Polynom p = X* — 1 erhalten wir
X' —1=(X2-1)-(X*+1D)=(X-1)-(X+1)-(X?+1)
als Faktorisierung iiber R bzw.
X' —1=(X?-1)- (X*+1)=(X-1)- (X +1)- (X —i)- (X +19)

als Faktorisierung iiber C. Ferner besitzt das Polynom ¢ = X® — 1 iiber C
genau die sechsten Einheitswurzeln als Nullstellen, also

5 = E(0°) = 1, 2 = BE(180°) = —1,
o= B(60°) = 1+¥3, o= E(240°) = —1 -4
2 = B(120°) = —14 3 % = B(300°) = 1Y%
so daf} wir iiber C die Faktorisierung
X—1=(X-1)-(X+1)-
1 1
o (LB ) (o (Lov3,)).
2 2 2 2
— X2Cx 41
1 1
P G b B O (R SR
2 2 2 2

=X24+X+1

und folglich iiber R die Faktorisierung

XO-1=X-1)-(X+1)- (X=X +1)- (X’ + X +1)
erhalten.
Der euklidische Algorithmus ergibt fiir p = X4 + X2 — X2 + X + 2 und
qg=X3+2X%+2X +1 € R[X] als fortgesetzte Division mit Rest

X4 X3P X4 X+2 = (X—-1)-(X34+2X2 42X +1) +
+(-X?+2X +3)
X3 42X2 42X +1 = (—X —4)- (—X?+2X +3)+ (13X +13)
X2 42X +3 = (—%XJF%) (13X +13);

damit ist d = 13 X + 13 € ggT(p, q).



48.

a)

Polynomfunktion p achsensymmetrisch zur Geraden x = —

Sei f: R — R eine Funktion mit dem Graphen Gy C R x R.

e Wir zeigen zunéchst:

G ist achsensymmetrisch zur Geraden x = 2y <=
<= Firallex € R gilt f(xg—2z) = f(zo + ).

.= Fur alle z € R gilt (zo — x, f(xo — z)) € Gy; da Gy achsensym-
metrisch zur Geraden x = x ist, folgt daraus (x¢ + z, f(zo — x)) € Gy,
und es ist f(xg + x) = f(zo — ).

L<=": Fiir alle (xvo —z,y) € Gy mit z, y € R gilt y = f(x¢ — z); wegen
f(xo—x) = f(xo + ) folgt y = f(xo + z) und damit (xg + z,y) € Gy.
Folglich ist Gy achsensymmetrisch zur Geraden z = .

Ferner zeigen wir:

G ist punktsymmetrisch zum Punkt (x¢,yy) <=
<= Firallex e R gilt f(xg—2)+ f(zo+2) =2y.

.= Fir alle x € R gilt (xg — z, f(zg — x)) € Gy; da Gy punkt-
symmetrisch zum Punkt (2, yo) ist, folgt daraus (zo + z,y) € G5 mit
flzo —x) +y =2y, es ist also f(xg — ) + f(zo + x) = 2yo.

L<=": Fiir alle (o —z,y) € Gy mit z, y € R gilt y = f(x¢ — z); wegen
flrzo — ) + f(xo + ) = 2y folgt f(zo + x) = 2y — y und damit
(xo + z,2yo —y) € Gy. Damit ist Gy punktsymmetrisch zum Punkt
(0, Yo)-

Fiir alle x € R gilt zum einen

v bt bZ+b +
=a|(——-2-— 24+2°) — — T+
4a? 2a 2a

b2 2
= E_b T+a x2—2—+b T+c
2
= a :c2+c—b—
4a

und zum anderen

b? 9 b?
= a <w+2 2a x—l—x)—%—b T+c
v b?
= —+4brta-P———-b-x+c
4a
2
= a x2+c—b—
da’

b

insgesamt also p (——a —x) =p (—% —I—x); damit ist der Graph G, der

2
b
2a°



c) Fiir alle z € R gilt zum einen

—i%—x = a —i—l—x 3+b —i—l—x 2—|—
1 3a N 3a 3a

3 9a2 27a3
b? b 9 c-b
+0 (w—2 34 x+x)—3—a+c x+d
= a-2°+x c—ﬁ —C;b—i-ng +d
N 3a 3a 27a?

und zum anderen

() -

s
|
=
s
|
&
~~_
w
+
>
/T\
2|
Q
|
&
~~_
Do
+

3a 9a?2 27a3
2 b c-b
2
+b <9—2+ 3—a LC—FSC)—B—G—C £li'+d
b? c-b 253
3
= - —c+ — | —— d
a-r°+x ( c—|—3a> PR )

zusammen also

b3 b? c-b b3 c-b

. b. _ d=9. - _ % 4
“ 27 a3 9q2 3a+ 27 a? 3a+ ’

insgesamt also ¢ ( b :Jc) +q (—3% + x) =2q (—i); damit ist der Graph

T 3a 3a

G, der Polynomfunktion ¢ punktsymmetrisch zum Punkt (—3%, q ( b ))

" 3a



