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37. a) Wir betrachten die komplexen Zahlen z =14 2¢ und w =1 —i.

e Fiir z + w erhalten wir
zrw=01+20)+1—-0)=1+1)+2+(-1)i=2+1.
e Fiir z — w erhalten wir
z—w=(1+2i)—(1—-)=(1-1)+(2—-(-1))i=31.
e Fiir z - w erhalten wir
zow=(14+2)-1-9)=01-1-2-(-1)+1-(-1)+2-1)i=3+1
bzw.

zow=(1+24)-(1—i)=1-14+1-(=i)+2i-1+2i-(—i) =
=1+i—2i°=1+4+4i—2-(=1)=3+1.

Fir % erhalten wir

z (1424) (14240 (141 1+i+2i+24

w  (1—i)  (1—i)-(1+4) 12 — 42
_1—|—3i+2-(—1)_—1+3i__1+
- 1 (—n 2 T a2Ta!

e Iiir < erhalten wir

w o (1-i)  (1—-d)-(1-2i) 1-2i—i42:*

z (1424 (1+2d)-(1—24)  12—(24)?
_1-3i+2-(-1)  -1-3i 1 3.
B 1—(—4) 5 5 5

b) Wir bestimmen zuerst die Definitionsmenge der gegebenen Gleichung; dazu
betrachten wir den Nenner des linken Bruchterms und erhalten

3
242-2—-31#0 < 2-2# 2431 <— 27&—1+§i,



weswegen sich die Definitionsmenge D = C \ {—1 + %z} ergibt. Fiir die
Losungsmenge L gilt dann wegen

l—i4+i-z 3+ (1—z)+i~z 3+
p— ﬁ j—

zel <+~ . = : = .
242-2—31 4—i (2—-3i)+2-2 4—1
= (@d—9)- (=) +i-2)=0B+1)-(2-3i)+2-2)
= (4-5i+@)+4i—3) 2= (6-Ti—33) 4+ (64217)2
— B=5i)+M4i+1)-2=09—-T71)+(6+21i)-2
= (1+4i)-2—(6+2i)-2=(9—7i)— (3—5i)
< (=5+2i)-2=6—21
6-2i  (6—2i)-(—5—2i)
= z= - = : < =
5420  (=5+21)- (=5 —24)
-30—-2i+4:2 —34-—2i 34 2
T 2542 29 29 29
also L = {—35 — 2}

38. Fiir alle z € C\ {1} erhalten wir mit Hilfe der Bezichung z = x + iy

z+1_x+iy+1_(a:+1)+iy_(as+1)—|—z’y (x—1)—iy
z—l_x—l—iy—l_(x—1)+iy_(:v—1)+iy (x—1)—iy
P —r—x-iytr—1—diyta-iy—iy—ily?

(r —1)% +¢?
22— 1+9y?—2iy 22— 1+ n -2y )
_ = i.
(z—1)% +¢? (=12 4y (z—1)°+y°
() —m(2)
e Damit erhalten wir
1 21492
Re Zt >2 <= MZQ
z—1 (x —1)2+y?
= 2Z2-1+y*>2 ((v -1 +9?)
= a:2—1+y222-(x2—2x—|—1—|—y2)
<— 02x2—4x+3+y2
= 17> (z -2+ %

somit beschreibt M; in der Gauflschen Zahlenebene die Kreisscheibe mit
Radius 1 und Mittelpunkt (2,0), allerdings ohne den Randpunkt (1,0).



e Ferner erhalten wir

z+1 -2y
I >2 = — >
m(z—l)_ (x—1)2+y2 —
= —2y22-((m—1)2—|—y2))
= —y>(r—1)>2+y
= 0>(x-1)2+9°+y
1 1
= —Z(x—1)2+(y2+y+—)
4 4
1\° ) 1\’
— 5 >(x—1)"+ y+§ ;

somit beschreibt M, in der Gaufischen Zahlenebene die Kreisscheibe mit
Radius § und Mittelpunkt (1, —3), allerdings ohne den Randpunkt (1,0).

Damit ergibt sich fiir die beiden Mengen M; und M, die folgende Skizze:

‘Im(z)
1Ak
M,
1 / \
a B
/ \
] | \| >
0 1} 2 ,’I3 Re(z2)
\mEEA /
1 \ /
] /
/
i N

39. a) Die quadratische Gleichung 22 — 4 x + 13 = 0 mit den reellen Koeffizienten
a=1,b=—4 und c = 13 besitzt wegen

A=b—4ac=(-4)?*-4-1-13=-36<0

die beiden konjugiert—komplexen Losungen

2a 2a
—(—4)E£i- /A1 13—(=4)2 4+i-V/
_ (=9 z¢21 (=4)? _ 5 36 _ 543

damit ergibt sich fiir den quadratischen Term die Faktorisierung

2 —4z+13=(z— (2+314) - (x — (2 - 314)).



Die quadratische Gleichung 9 22 4+ 6 x + 19 = 0 mit den reellen Koeffizienten
a=29,b=06und c = 19 besitzt wegen

A=b —4ac=62—-4-9-19=36—-36-19=—18-36 <0

die beiden konjugiert—komplexen Losungen

—bEi-— —bii~\/4ac—b2_

(’1’/’172 = =

2a 2a
—6+i-v/4-9-19-62 —6+i-1/18-36
29 N 18 N
—6+17-182 1
= = —— 424
18 3 v2i;

damit ergibt sich fiir den quadratischen Term die Faktorisierung

907 + 62 +19 = 9 (x— (—%+¢§)> . (x_ (—%—ﬂ))

b) Wir fithren die Gleichung (z + %)2 + (2 + 1) =2 =0 durch die Substitution
u=z+ % in die quadratische Gleichung u? +u — 2 = 0 iiber; diese besitzt
wegen

wWHu—2=0 <= (u—1)-(u+2)=0 <= (u=1 oder u=—2)

die beiden Losungen v = 1 und v = —2; durch Resubstitution erhalten wir
1 1+7-v3
l=z2+- = *—2+1=0 ZZZT\/_
z
und
1 2 2
2=z24+- <= +2241=0 <= (z+1)"=0 < z=-1,
z
also die doppelte reelle Losung z = —1 und die beiden konjugiert—komplexen
LbsungenZZ%—i-*/Tgi undz:%—TSi

40. a) Mit Hilfe der dritten binomischen Formel erhalten wir

1+¢ (I4+)-(r+i) (r—-1)+i-(r+1) r—1  r+1

W = — — et 7 .
r—i  (r—i)-(r+1) r?+1 r? 41 r? 41

(w) Im(w)

=Re(w =Im(w

Die komplexe Zahl w ist genau dann reell, wenn der Imaginérteil Im(w) = 0
ist, also fiir » = —1; in diesem Fall ist w = —1. Die komplexe Zahl w ist
genau dann rein imaginér, wenn der Realteil Re(w) = 0 ist, also fiir r = 1;
in diesem Fall ist w = 1.



Mit z = a + 7 - b erhalten wir iiber die erste binomische Formel
Z=(a+i-b)P=a*+2-a-b-i+b-i*=a>—b"+i-2ab;

damit ist
Re(z?) =0 <= a* — V> =0 <= a = +b,

und folglich beschreibt die Menge M = {z € C | Re(2?) = 2} in der Gau$-

schen Zahlenebene die beiden Winkelhalbierenden ¢ = b und a = —b.




