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33. a) Fiir die Elemente der Menge M; = {(—1)" + 2 | n € N} erhalten wir:

34.

a)

e fiir n € N gerade ist (—1)" 4+ 2 =1+ 2 und damit 1 <1+ 2 <2,

e fiir n € Nungerade ist (—1)"+2 = —1+4 2 und damit —1 < —1+2 < 1.
Insbesondere gilt also —1 < (—1)" 4+ % < 2 fiir alle n € N; folglich ist M,
(etwa durch —1) nach unten sowie (etwa durch 2) nach oben beschrankt,
wobei wegen 2 € M; schon sup M; = 2 ist. Fiir alle b € R mit —1 < b
ist 0 < b+ 1, und nach dem Archimedischen Axiom gibt es ein n € N mit
% < b+ 1; damit ergibt sich

(—1)>+ 4+ —1+

m+1 on + 1

1
<—-l4+—-—<—-14+(b+1)=0b,
n

so daBl b keine untere Schranke von M; sein kann. Folglich ist —1 die grofite
untere Schranke von M, also inf M; = —1.

Wegen sup M, = 2 € M, gilt schon sup M; = max M;; wegen

n

(—1)" + 2 )1+ % #+ —1, falls n gerade,
-1+ % # —1, falls n ungerade,
ist aber inf My = —1 ¢ My, so daB8 M; kein Minimum besitzt.
Fiir die Elemente der Menge M, = {1 — # | n e N} erhalten wir:
° ﬁirneNgeradeist1—%:1—%unddamit%Sl—%gl,
e fiir n € N ungerade ist 1—%:1+%unddamit 1<1++<2

Insbesondere gilt also % <1- % < 2 fiir alle n € N; folglich ist My
(etwa durch 3) nach unten sowie (etwa durch 2) nach oben beschréinkt,
(=*

wobei wegen 2 = 1 — ~—— € Ms schon sup My = 2 = max M, und wegen
% =1- # € My schon inf My = % = min M, ist.

Das Supremum sup N ist eine obere Schranke von N. Wegen M C N ist
sup N auch eine obere Schranke von M. Da das Supremum sup M die klein-
ste obere Schranke von M ist, folgt schon sup M < sup N.



b)

35. a)

Fiir jedes x € M U N gilt

e fiir den Fall z € M zum einen = < sup M < max{sup M, sup N},
e fiir den Fall z € N zum anderen z < sup N < max{sup M,sup NV},

also stets x < max{sup M,sup N}; damit ist aber max{sup M,sup N} eine
obere Schranke von M U N, und da sup(M U N) die kleinste obere Schranke
von M U N ist, folgt sup(M U N) < max{sup M,sup N}. Fir ,>* gilt

e wegen M C M UN geméB a) zum einen sup M < sup(M U N),
o wegen N C M UN geméB a) zum anderen sup N < sup(M U N),

insgesamt also max{sup M,sup N} < sup(M U N).
Folglich ist M U N eine nach oben beschrénkte Teilmenge von R mit

sup(M U N) = max{sup M,sup N}.

Wir erhalten mit Hilfe der Gaufischen Summenformel in

2 2 -
.= (1+243+... - D k=
an = —— (14+2+3+...4+n) T ;

2 n-(n+1) 2 ) n-(n+1) n

-1 2  (n—1)-(n+1) 2 n—1

fiir alle n € N mit n > 2 die gewiinschte Beziehung.

Wir betrachten die Menge

M:{\/@]nENunanZ}:{ L1|n€Nundn22};
\/ 7 =

fiir alle n € N mit n > 2 gilt

n—1<n<2(n-1), also 1< n

<9,
n—17—

so daf3 sich fiir die Elemente dieser Menge dann 1 < /75 < V2 ergibt;

folglich ist M (etwa durch 1) nach unten sowie (etwa durch v/2) nach oben
beschrinkt, wobei wegen /2 = Vaz € M schon sup M = V2 ist. Fiir alle
beRmit 1 <bist 0 <b—1, und nach dem Archimedischen Axiom gibt es
ein n € N mit n > 2 und ﬁ < b —1; damit ergibt sich

n

Jan =

1
n—1 4> n-1 M- * )=

so dafl b keine untere Schranke von M sein kann. Folglich ist 1 die grofite
untere Schranke von M, also inf M = 1.

Wegen sup M = v/2 € M gilt schon sup M = max M; wegen , /=5 # 1 fiir
alle n € N mit n > 2 ist aber inf M = 1 ¢ M, so da M kein Minimum
besitzt.



36. a) Wir zeigen n® < 3" fiir alle n € N. Die Beziehung ist wegen 1> =1 < 3 = 3!
fiir n = 1 sowie wegen 2% = 8 < 9 = 32 fiir n = 2 giiltig; wir zeigen nun
n® < 3" fiir alle n € N mit n > 3 mit Hilfe vollstéindiger Induktion:

o .n=23% Esist
3 =27<27=3

o n—n+1“ Esist
n+1P=n*+3n2+3n+1<3-n*<3.3"=3""

NN
<nd n3

3

IN

Wir betrachten nun die Menge
M ={n|neN}.
Mit der obigen Beziehung erhalten wir
n’ <3 = n <V = i< VB = <V

ferner gilt {/n > 1, weswegen insbesondere 1 < {/n < /3 fiir alle n € N ist;
folglich ist M (etwa durch 1) nach unten sowie (etwa durch +v/3) nach oben
beschriinkt, wobei wegen v/3 € M schon sup M = /3 = max M und wegen
v1=1¢€ M schon inf M = 1 = min M ist.

b) Fiir a € R mit @ > 1 und m, n € N erhalten wir

am <a
“Wam <
Va < ¥a
Va > {a.

Fiir a € R mit 0 < a < 1 und m, n € N erhalten wir wegen

m<n

1111

— a">ad"
& a> %a
= Ya<Va
die Beziehung (m < n <= t/a < {/a).

m<n



