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— Bearbeitungsvorschlag —

21. a) Fiir den Flicheninhalt des Quadrats ergibt sich Ag = a* sowie fiir den
Fliacheninhalt des Rechtecks Agr = (a 4 b) - b. Wir erhalten somit

AQ:AR <~ a2:(a+b)~b
— ad=a-b+¥b
— V+a-b—ad*>=0
—at+/a?—4-1-(—a?
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— b:\/g_1~a.
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b) Fiir die gesuchten Streckenverhéltnisse erhalten wir zum einen

a a 2

b:—\/i_l-a_\/g—l

sowie zum anderen

a+b a+¥l.g V-1 5+1
a a 2 2

beide stimmen geméaf

2 2 W6+l 2-(vV54+1) VH+1

V-1 V5—-1 VB5+1 5 12 2
iiberein. Es handelt sich hierbei um den berithmten , Goldenen Schnitt®,
in dem eine Gesamtstrecke der Lénge a + b derart in zwei Teilstrecken der
Léngen a und b geteilt wird, dafi das Verhéltnis ¢ der groBeren zur kleine-
ren Teilstrecke genau dem Verhiltnis ¢ der Gesamtstrecke zur gréBeren
Teilstrecke entspricht; dies wird seit der Antike als besonders #sthetisch
empfunden.

c) Wairen die beiden Strecken a und b kommensurabel, so miifiten ihr Quotient
a 2 V541

b o512 €
rational sein; damit wére aber auch v/5 + 1 € Q und folglich v/5 € Q, was

jedoch analog zu v/2 ¢ Q nicht der Fall ist. Folglich sind die beiden Strecken
a und b nicht kommensurabel.
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23.

a)

b)

a)

Zwei Kreise k£ und £’ sind kongruent, wenn fiir die beiden Radien r = r’ gilt;
dies ist durch die Léngentreue von Kongruenzabbildungen begriindet.

Im Falle der Kongruenz der beiden Kreise k und &', gemé$ a) also unter der
Bedingung r = 1/, geben wir nun drei verschiedene Kongruenzabbildungen
f an, die k auf &” abbilden; dabei geniigt es im Hinblick auf die Langentreue,
daBl f den Mittelpunkt M von k auf den Mittelpunkt M’ von k&’ abbildet.

Fiir den interessanten Fall M # M’ kann f etwa als
e die Achsenspiegelung an der Mittelsenkrechten zu M und M’,
e die Parallelverschiebung um den Vektor von M nach M’,

e die Drehung mit dem Mittelpunkt der Strecke [M M’'] als Drehzentrum
und dem Drehwinkel 6 = 180° als Drehwinkel, also die Punktspiegelung
am Mittelpunkt der Strecke [M M’]

gewéhlt werden; im Spezialfall M = M’ leistet etwa

e jede Achsenspiegelung an einer Geraden durch M,
e die identische Abbildung (Parallelverschiebung um den Nullvektor),
e jede Drehung dem Drehzentrum M und einem beliebigen Drehwinkel o

das Gewiinschte.
Eine Kongruenzabbildung ist eine bijektive Selbstabbildung f : P — P, die

sowohl abstandstreu als auch winkeltreu ist. Wir weisen nun die definieren-
den Eigenschaften einer Gruppe nach:

e Seien f, g € . Die Komposition fog : P — P ist wiederum eine
bijektive Selbstabbildung; ferner gilt fiir alle A, B € P

f(g(A)) f(9(B)) = g(A) g(B) = AB
sowie fiir alle A, S, B€ Pmit A# S # B
<1f(9(A)) f(g(9))f(9(B)) = <g(A)g(S)g(B) = <ASB;

damit ist f o g auch ldngentreu und winkeltreu, es ist also fog € G.
Folglich ist G' beziiglich o abgeschlossen.

e Die Hintereinanderausfithrung von Abbildungen geniigt im allgemeinen
dem Assoziativgesetz; damit gilt auch hier (f og)oh = fo(goh) fur
alle f, g, h € G.

e Esistid € G, und fiir alle f € G gilt foid = f =id o f. Damit ist id
das neutrale Element beziiglich o.

e Fiir jedes f € (G existiert wegen der Bijektivitdt von f eine bijektive
Umkehrabbildung f~!: P — P, und es gilt fo f~! =id = f~!o f. Fiir
alle A, BeP

J7HA) fH(B) = f(fH(A) fF(fH(B)) = AB
sowie fiir alle A, S, Be Pmit A# S # B
<A TS FHB) = < f(FHANFFTHE)F(fH(B)) = <ASB;

damit ist f~! auch lingentreu und winkeltreu, es ist also f~! € G.
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b)

a)

Wir geben nun fiir die vier gegebenen Kongruenzabbildungen f : P — P
jeweils die Umkehrabbildung f=!: P — P an:

e Ist f die Achsenspiegelung an der Geraden a, so ist f~! die Achsenspie-
gelung an derselben Geraden a; es ist f~1 = f.

e Ist f die Parallelverschiebung um den Vektor v, so ist f~! die Parallel-
verschiebung um den entgegengesetzt gleichen Vektor —wv.

e Ist f die Drehung mit dem Drehzentrum Z und dem Drehwinkel ¢, so ist
f~! die Drehung mit demselben Drehzentrum Z und dem Drehwinkel
—0 bzw. 360° — §.

e Ist f die Gleitspiegelung bestehend aus der Achsenspiegelung an der
Geraden a mit anschlieBender Verschiebung parallel zu @ um den fe-
sten Vektor v, so ist f~! die Gleitspiegelung bestehend aus derselben
Achsenspiegelung mit anschlieSender Verschiebung parallel zu a um den
festen Vektor —v.

Jeder Punkt, der von den drei Ecken A, B und C' gleich weit entfernt ist,
liegt auf den Mittelsenkrechten m ¢ und mpe der Strecken [AC| und [BC,
so daB fiir den zu betrachtenden geometrischen Ort nur deren Schnittpunkt
My in Frage kommt.

Dieser Punkt My hat aber wegen My € mac von den Ecken A und C'
sowie wegen My € mpe von den Ecken B und C' den gleichen Abstand,
und aufgrund der Transitivitdt hat My auch von den Ecken A und B den
gleichen Abstand, weswegen My auch auf der Mittelsenkrechten myp der
Strecke [AB] liegt.

Damit besteht der geometrische Ort aller Punkte, die von den drei Ecken

A, B und C gleich weit entfernt sind, genau aus dem Schnittpunkt M der
Mittelsenkrechten der drei Dreiecksseiten [AC], [BC| und [AB].

Jeder Punkt, der von den drei Strecken [AB], [BC| und [C'A] gleich weit
entfernt ist, liegt auf den Winkelhalbierenden w, und wg der gerichteten
Winkel <BAC und <CBA, so daf fiir den zu betrachtenden geometrischen
Ort nur deren Schnittpunkt M; in Frage kommt.

Dieser Punkt M; hat aber wegen M; € w, von den Strecken [AB] und [AC]|
sowie wegen M € wg von den Strecken [BC| und [AB] den gleichen Ab-
stand, und aufgrund der Transitivitdt hat M; auch von den Strecken [AC]
und [BC] den gleichen Abstand, weswegen M auch auf der Winkelhalbie-
renden w., des gerichteten Winkels <ACB liegt.

Damit besteht der geometrische Ort aller Punkte, die von den drei Strecken
[AB], [BC] und [C'A] gleich weit entfernt sind, genau aus dem Schnittpunkt
M7 der Winkelhalbierenden der drei Innenwinkel des Dreiecks AABC.

Die gewiinschte Menge aller Punkte beinhaltet den Schnittpunkt M, aus b)
und wird durch

e den Schnittpunkt M;, der Winkelhalbierenden von <BAC mit den bei-
den Winkelhalbierenden der Aulenwinkel von <C'BA und <ACB,



e den Schnittpunkt Mj, der Winkelhalbierenden von <C'BA mit den bei-
den Winkelhalbierenden der Auflenwinkel von <BAC und <ACB,

e den Schnittpunkt M;, der Winkelhalbierenden von <AC'B mit den bei-
den Winkelhalbierenden der Aulenwinkel von <BAC und <CBA,

komplettiert.
Fiir die geometrische Bedeutung dieser Orter des Dreiecks AABC erhalten wir:

e My ist der Umkreismittelpunkt des Dreiecks AABC,
e M ist der Inkreismittelpunkt des Dreiecks AABC),
o M;j,, M, und M, sind die Ankreismittelpunkte des Dreiecks AABC.



