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5. a) Wir erhalten die Primfaktorzerlegungen

= 720=2"-32.5 und
n = 1250 =2.5%

b) Wir erhalten

n 254 53
c) Es ergibt sich
. . : _ 9 : _
fir p=2 die Darstellung ¢ = 23- o5 it e =3,
fir p=3 die Darstellung ¢ = 3%- o5 it e=2,

fir p=>5 die Darstellung ¢ =53 % mit e = —3.

6. Wir betrachen die Menge Q = {z/n | z € Z und n € N} aller Bruchzahlen z/n
mit z € Z und n € N, auf der durch

z1/n + z2/ne = (21 na+ 22-n1)/(ng - na)
zl/n1~22/n2 = (21~z2)/(n1~n2)

eine Addition + und eine Multiplikation - wohldefiniert sind.

e Fiir alle 21 /nq, 29/n9, 23/n3 € Q gilt:

(z1/n1 + 22/n2) + z3/n3 = (21 - M2 + 22 - 1) /(N1 - N2) + 23/n3 =
= ((zl-n2+22-n1)-n3+23 . (nl-nQ))/((n1~n2) -ng) =
=(z1-n2-n3+22-n1-n3+23-n1-n2)/(ng-ng-n3) =
= (21" (na-n3) + (22-n3 + 23 m2) - 1) / (n1 - (n2 - n3)) =

= z1/n1 + (22 - N3 + 23 - n2) /(ng - n3) = 21/n1 + (22/n2 + 23/n3) ;

damit ist das Assoziativgesetz der Addition + gezeigt.



e Fiir alle z1/nq, 29/n9, 23/n3 € Q gilt:

(Zl/nl : 2'2/”2) : 23/n3 = (21 : Zz)/(nl 'nz) : z3/n3 =
= ((Zl . 22) . 23)/((711 . TLQ) . TL3) = (21 . (2’2 . Zg))/(ﬂl . (712 . ng)) =

=2z1/n1 - (22 23)/(ng - m3) = z1/ny - (22/n2 - 23/03) ;

damit ist das Assoziativgesetz der Multiplikation - gezeigt.

7. In der Anschauungsebene R x R betrachten wir den Einheitskreis

K={(z,y) eRxR|2*+y* =1}

sowie die Gerade

dabei ist m € R ein Parameter.

a)

Fiir einen Punkt P = (z,y) € G,,, also mit y = m - x + m, ergibt sich

PeK — 2°44°=1
— P+ m-z+m)P=1
= 4+ mP+2-m’r+m’) =1
— (1+m?) - 2°+2-m?> -2+ (m?*-1)=0
—2. 2:}: 2.m2)2 —4. 2) . 2 _
b m? £+ 4/(2-m?)2—4-(14+m?)- (m?—1)
2 (14+m?)
—2em2+ /4 mt—4.(mt—
. m? £+ \/4-m* —4- (mt—1)
2-(1+m?)
—2.m?+2
— 2. (14+m?)
1 —m?
— zxr=-1 oder z=-—-—.
1+ m?

Fiir die y—Koordinaten der Schnittpunkte ergibt sich

0, fir z=-1,
y=m-r+m=4¢ 2.m ) 1—m?*
T+m2 YT I me

Damit erhalten wir die beiden Schnittpunkte (—1,0) sowie

_1—m2 2-m

Po=(emogm) it e =gy und -y = g7

Wir zeigen die Giiltigkeit der Beziehung m € Q <= P,, € Q x Q; dabei
verwenden wir, daf3 (Q,+,-) ein Korper, insbesondere also abgeschlossen
beziiglich Addition und Subtraktion sowie Multiplikation und Division ist.



e Fiir ,=—“ sei m € Q. Dann ist auch 2 -m und m? € Q, so daf§ man

1 —m? 2-m
m=——-—=¢€ d m = S
= e €@ wmd = €
erhélt, also P, = (T, ym) € Q x Q.
o Fiir ,«<—=" sei P, € Q x Q. Damit gilt
1 —m? 2
= =—14+4——-€Q, al €Q,
. 1+ m?2 +1—|—m2 Q. also 1+ m? Q
sowie
2-m 2.m2
Ym = —— € Q und damit m:1+2m € Q.
1+ m? -

a) Wir weisen anhand der Definition nach, daf} die Relation
R= {(x,y) € R* x R* | fe@}
Y

eine Aquivalenzrelation auf der Menge R+ der positiven reellen Zahlen ist.
Fiir alle z, y, 2 € RT gilt:

e Bsist 2 =1¢€Q, also (z,r) € R; damit ist R reflexiv.

e Aus (z,y) € R, also T=q¢€ Q, folgt £ = é € Q, also (y,x) € R; damit
ist R symmetrisch.

e Aus (z,y) € Rund (y,z) € R, also s =@ €Qund ¥ = q € Q, folgt
L==2.Y%=¢q - -q€Q,alsoist (z,2) € R; damit ist R transitiv.

z y oz
Insgesamt ist also R eine Aquivalenzrelation auf R*.

b) Es ist zu iiberpriifen, welche der beiden Verkniipfungen

a+b=a+b und a-b=a-b.

mit Aquivalenzklassen @ und b beziiglich R wohldefiniert ist; hierfiir darf die
Definition nicht von der Wahl der Repriisentanten abhéngen.

° Fﬁra1:2unda2:1gﬂtﬂ:2€@, also @y = ay; mitb:\/ﬁgﬂt
a2

a+b  24V2  V2(V2+1)
az+b 142 1+42
also a; + b # as + b. Wegen a_1+57éa_2+l_)ist + nicht wohldefiniert.
e Fiir a; = a; und by = by gilt (a1,a3) € R, also a=q € Q, und
(b1,b2) € R, also Z—; = ¢y € Q, woraus sich

=V2¢0Q,

a - by a; by

— « — — . E ,
s - by 4y by G- €Q

also ay - by = ay - by, ergibt. Wegen ay - by = @z - by ist - wohldefiniert.



