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1. a) Die gegebenen Relationen lassen sich graphisch wie folgt darstellen (linkes
Bild fiir Ry, rechtes Bild fiir Ry):
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b) Durch Uberpriifung anhand der elementweise gegebenen Relation R, erkennt

man:

Reflexivitit: Fir alle x € M gilt (z,x) € R;.

Symmetrie: Fiir alle z, y € M mit (z,y) € R; gilt auch (y,x) € Ry; so ist
etwa mit (1,4) € Ry auch (4,1) € Ry, usw.

Transitivitédt: Fiir alle z, y, 2 € M mit (z,y) € Ry und (y, z) € Ry gilt auch
(x,2) € Ry; so ist etwa mit (1,4) € Ry und (4,5) € Ry auch (1,5) € Ry,
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Folglich stellt R; eine Aquivalenzrelation auf M dar.

Fiir die Aquivalenzklassen beziiglich R; gilt:
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{ye M | (1,y) € R} ={1,4,5}

{ye M| (2,y) € lu} = {2}

{ye M| (3,y) € R} = {3}
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{ye M | € R} ={1,4,5}
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¢) Durch Uberpriifung anhand der elementweise gegebenen Relation Ry erkennt
man:
Reflexivitat: Fiir alle x € M gilt (x,z) € Rs.
Antisymmetrie: Fiir alle z, y € M mit (z,y) € Ry und (y,z) € Ry gilt schon
xr=y.
Transitivitdt: Fiir alle z, y, 2 € M mit (z,y) € Ry und (y, z) € Ry gilt auch
(x,2) € Ry.
Folglich stellt Ry eine Ordnung auf M dar.
Fir z = 1 und y = 2 gilt (z,y) ¢ Ry und (y,z) ¢ Ro; damit ist Ry keine
totale Ordnung auf M.

2. a) DieRelation Ry = {(z,y) € N x N | z = 2y} ist nicht Graph einer Funktion
f N —= N, denn zum Element z =1 € N gibt es kein Element y € N mit
<1a y) € Rl-

b) Die Relation Ry = {(z,y) € N x N | 22 = y} ist hingegen Graph einer Funk-
tion f: N — N, denn zu jedem Element x € N gibt es genau ein y € N mit
(x,y) € Ry, ndmlich y = 2.

3. Wir betrachten die drei zweibuchstabigen Worter du, er und es. Im Lexikon
steht du vor er und es, da der erste Buchstabe d des Wortes du im Alphabet vor
dem ersten Buchstaben e der Worter er und es kommt; ferner steht er vor es,
da bei gleichem ersten Buchstaben e der zweite Buchstabe r des Wortes er im
Alphabet vor dem zweiten Buchstaben s des Wortes es kommt.

Dieses (lexikographische) Ordnungsprinzip wird nun auf der Menge M = N x N
der Paare natiirlicher Zahlen durch

(z,y) <iex (2, y) 1 = = <2’ oder (r =2"und y < ¢/')
bzw. in der Relationsschreibweise
R=A((z,y), (",¥) e M x M |z <2’ oder (x =2" und y <)}

verwirklicht.

Wir weisen nach, dafl <., bzw. R eine totale Ordnung auf N x N darstellt; seien
dazu (z,y), (z',y') und (2”,y") € N x N:

e Reflexivitit: Es ist z = 2z und y < y, also (z,y) <ex (z,¥).

e Antisymmetrie: Seien (z,y) <jex (2/,9") und (2/,9y") <ix (x,y). Aus der
Widerspruchsannahme = # 2’ folgt dann x < 2’ (wegen (z,y) <iex (2/,9'))
sowie ' < x (wegen (2',y") <ix (x,y)), ein Widerspruch. Demnach gilt
x = 2’ und folglich y < ¢ (wegen (z,y) <ix (/,9')) und v/ < y (wegen
(', Y") <iex (z,¥)), zusammen also y = ¢/; es ist also (z,y) = (2, ¢).

e Transitivitét: Seien (z,y) <jex (z/,¥') und (', ") <iex (2", y").

Fall 1: x < 2/. Wegen o/ < 2" (wegen (2/,v') <iex (2”,y")) ist < 2” und
damit (z,y) <jex (2", 9y").



Fall 2: 2/ < a”. Wegen = < 2’ (wegen (x,y) <iex (2/,7)) ist x < 2” und
damit (z,y) <jex (2”,9y").

Fall 3: (z =2’ und (y < 9¢')) und (2’ = 2" und (¢’ <9”)). Damit ist z = 2"
und y < y” und damit (z,y) < (2”,9").

e Vergleichbarkeit von (z,y) und (2',y'):

Fall 1: z < 2’. Damit ist (z,y) <jex (2/,¥').

Fall 2: x > 2’. Damit ist 2’ < z, also (2/, V') <iex (2, ¥).

Fall 3: z = 2/. Im Falle y < ¢/ ist (z,y) <jex (/,7'), und im Falle y > ¢/ ist
Yy <y, also (2,y) <iex (2,7).

Fiir alle z, y, z € Rt gilt:

o v —x=0€Z, also (r,r) € R. Damit ist R reflexiv.
e Sei (z,y) € R. Damit gilt  —y € Z und folglich y —x = —(x —y) € Z,
also ist (y,z) € R. Damit ist R symmetrisch.
e Seien (z,y) € Rund (y,2) € R. Damit gilt t —y € Zund y — 2z € Z
und folglich v — z = (z —y) + (y — 2) € Z, also ist (x, z) € R. Damit ist
R transitiv.
Esist l={yeR"|(l,y) eR}={yeRT |1—-yeZ}=R*NZ=N
sowie 0,25 = {y € R" | (0,25,y) € R} = {y € R" | 025 —y € Z} =
{0,25, 1,25, 2,25, ...} = {0,25+n | n € Ny .
Esist 72 = {y € R" | (7,2,y) € R} = {y e R" | 72—y € Z} =
{0,2,1,2,22,...} = {02+ n | n € Ny}. Damit ist 0,2 der kleinste Re-
prisentant der Aquivalenzklasse 7,2.



