- \3\ |
S %5'/1@%

Falk

LUDWIG-

MAXIMILIANS-
UNIVERSITAT
MUNCHEN MATHEMATISCHES INSTITUT

Dr. Erwin Schorner

Klausurenkurs zum Staatsexamen (WS 2011/12):
Lineare Algebra und analytische Geometrie 2

2.1 (Frihjahr 2009, Thema 3, Aufgabe 3)
Gegeben sei die reelle 3 x 3-Matrix
4 -2 1
A=|-2 7 =2]eR¥
-1 2 2

a) Zeigen Sie, dass A = 3 ein Eigenwert von A ist, und bestimmen Sie den
zugehorigen Eigenraum.
~1
b) Zeigen Sie,dassz = | 2 | € R3 ein Eigenvektor von A ist, und bestimmen
1
Sie den zugehdrigen Eigenwert.

c) Zeigen Sie, dass A reell diagonalisierbar ist, und geben Sie eine invertierbare
Matrix P = GL3(R) sowie eine Diagonalmatrix D € R¥*3 mit P~'-A-P = D
an.

2.2 (Herbst 2003, Thema 3, Aufgabe 2)
Betrachten Sie die reelle 3 x 3-Matrix

2 =3 2
B=1|1 -2 2
1 -1 1

a) Berechnen Sie die Determinante von B.
b) Bestimmen Sie alle Eigenwerte von B.

c) Ermitteln Sie alle Eigenrdume von B, indem Sie fiir jeden Eigenraum eine
Basis angeben.

d) Entscheiden Sie, ob B diagonalisierbar ist.

2.3 (Herbst 2004, Thema 1, Aufgabe 2)
Gegeben sei die reelle 3 x 3-Matrix
1 01
M=10 20
-1 0 3
a) Bestimmen Sie alle Eigenwerte und Eigenvektoren von M.

b) Entscheiden Sie, ob M &hnlich zu einer Diagonalmatrix ist.



2.4 (Herbst 2005, Thema 2, Aufgabe 1)

Gegeben sei die reelle Matrix

1
M=1{0
1

=)

0
1
1

Bestimmen Sie eine reelle Diagonalmatrix D und eine invertierbare reelle Matrix
T derart, dass
D=T""MT.

2.5 (Frihjahr 2010, Thema 1, Aufgabe 2)

a) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom der Matrix

2 4 5
M={(0 1 1
-2 —4 =5

b) Ist die Matrix M diagonalisierbar?

2.6 (Frihjahr 2005, Thema 1, Aufgabe 5)

a) Berechnen Sie die Eigenrdume der Matrix

2000
1111
A_1011
1 00 2

Ist A diagonalisierbar?
b) Ist A invertierbar?
c) Bestimmen Sie eine Basis des R?*, welche moglichst viele Eigenvektoren von
A enthalt.
2.7 (Herbst 2005, Thema 1, Aufgabe 2)

Gegeben sei die reelle Matrix

0 0 0 1
-1 2 -1 1
A= -1 1 0 1
3 0 —4 =2

a) Zeigen Sie, dass die Zahlen 1 und —1 Eigenwerte der Matrix A sind und
bestimmen Sie die geometrischen Vielfachheiten dieser Eigenwerte.

b) Berechnen Sie das charakteristische Polynom von A.

c) Entscheiden Sie, ob A diagonalisierbar ist.



2.8

2.9

2.10

2.11

2.12

(Friihjahr 1997, Thema 1, Aufgabe 1)
Man betrachte die Matrix

s

I
— = =
=N = O
—_ o O O

o O = O

Ist A diagonalisierbar? Falls ja, geben Sie eine Matrix S an, so dal S™'AS Dia-
gonalgestalt hat.

(Herbst 2007, Thema 2, Aufgabe 3)

Gegeben sei die symmetrische Matrix

1
M:= |2
0

[\CR el \V]

0
2
1

Bestimmen Sie eine Basis des R3, die aus Eigenvektoren von M besteht.
(Herbst 2002, Thema 2, Aufgabe 2)

a) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom der Matrix

A:

N = O
(el NI
— O DN

b) Zeigen Sie, dass die Matrix den Eigenwert 3 besitzt.

c) Bestimmen Sie alle Eigenwerte und alle Eigenvektoren der Matrix A.

(Herbst 2008, Thema 3, Aufgabe 4)
Betrachtet werde die Matrix

0 -1 =2
A=|-1 0 =2
-2 -2 -3

Geben Sie eine orthogonale 3 x 3—Matrix S an derart, dass S'AS Diagonalform
besitzt.

(Friihjahr 2010, Thema 2, Aufgabe 2)
Gegeben sei die reelle 3 x 3-Matrix

110
S=11 0 1] eR>*3.
01 1

a) Berechnen Sie die Eigenwerte dieser Matrix.

b) Bestimmen Sie eine orthogonale Matrix P € O3(R) und eine Diagonalmatrix
D € R¥3 mit PSP = D an.



2.13 (Friihjahr 2010, Thema 3, Aufgabe 4)
Gegeben sei die Matrix

5 —2 —4
S=1-2 8 =2
-4 -2 5
Zeigen Sie, dass v; = (2,1,2)" ein Eigenvektor von S ist. Bestimmen Sie al-

le Eigenwerte von S und eine orthogonale Matrix 7' so, dass die Matrix T'ST
Diagonalform besitzt.

2.14 (Frihjahr 2011, Thema 1, Aufgabe 4)

Bestimmen Sie zur Matrix

A:

— = DN

11
2 1
1 2
eine Drehmatrix R und eine Diagonalmatrix D so, dass D = R" - A- R.

2.15 (Friihjahr 2001, Thema 2, Aufgabe 3)

a) Untersuchen Sie die folgenden Matrizen auf Diagonalisierbarkeit und be-
griinden Sie jeweils das Ergebnis:

12 3 1 2 3 2 45
04 5], 01 2], 42 6
00 6 00 1 56 1

b) Die reelle 3 x 3-Matrix A geniige der Bedingung A%+ A+ E = 0, wobei E die
3 x 3—Einheitsmatrix bedeutet. Zeigen Sie, dass A nicht reell diagonalisierbar
ist.

2.16 (Frihjahr 2009, Thema 1, Aufgabe 3)

a) Untersuchen Sie die folgenden Matrizen auf reelle Diagonalisierbarkeit und
begriinden Sie das Ergebnis:

1 2 3 111 1 2 3
A=12 0 2|, B=1|0 2 1], CcC=(01 2
3 21 00 3 0 01
b) Beweisen oder widerlegen Sie durch ein Gegenbeispiel die folgende Aussage
iiber reelle 2 x 2-Matrizen:

Sind die Matrizen A und B reell diagonalisierbar, dann ist auch ihr Produkt
A - B reell diagonalisierbar.

2.17 (Friihjahr 2004, Thema 3, Aufgabe 2)

Entscheiden Sie (mit Begriindung), welche der folgenden vier Matrizen reell dia-
gonalisierbar sind:

124 7 11 11111
035 8 12 01 111
My=|oo0o6 9 13|, M:=|00111]/,
000 10 14 00011
000 0 15 00001
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2.18 (Herbst 2004, Thema 3, Aufgabe 3) Zu a € R sei die Matrix

= (2 —a a )
—a 2+4a
gegeben. Zeigen Sie: A diagonalisierbar =— a =0.

2.19 (Frihjahr 2007, Thema 2, Aufgabe 2)
In Abhéngigkeit vom reellen Parameter ¢t € R sei die Matrix

0 -1 0
A, = t t+1 0 ]| eR¥>3
t+1 t+1 —1

gegeben.

a) Zeigen Sie, dass das charakteristische Polynom x; von A; gegeben ist durch
xt(A) == A+ 1DH(A=t)(A—1).

b) Untersuchen Sie A; in Abhéngigkeit von ¢t € R auf Diagonalisierbarkeit.

c) Nun sei t = 0. Bestimmen Sie eine invertierbare Matrix P € GL3(R) und
eine Diagonalmatrix D € R33 mit P~1A,P = D.

2.20 (Herbst 2010, Thema 3, Aufgabe 3)

Untersuchen Sie die reelle 3 x 3—Matrix

in Abhéngigkeit vom Parameter t € R auf reelle Diagonalisierbarkeit.

2.21 (Herbst 2002, Thema 1, Aufgabe 1)

Gegeben sei die reelle Matrix A = , wobei a € R.

_ o O
o NN O
o o Q

a) Berechnen Sie das charakteristische Polynom und die reelle Eigenwerte von

A.

b) Untersuchen Sie, fiir welche Zahlen o die Matrix A zu einer reellen Diago-
nalmatrix dhnlich ist.



2.22 (Herbst 2001, Thema 3, Aufgabe /)

Es sei
a b 0
A=12 —a b
0 2

mit a, b € R. Zeigen Sie, dass A genau dann reell diagonalisierbar (d.h. zu einer
reellen Diagonalmatrix dhnlich) ist, wenn b # 0 und a® > —4b gilt.

2.23 (Herbst 2005, Thema 3, Aufgabe 1)

Geben Sie eine diagonalisierbare reelle 3 x 3-Matrix S so an, da$ S? =Y mit

1 1 1
Y=10 -1 -2
0 1 2

2.24 (Friihjahr 2009, Thema 2, Aufgabe 4)
Gegeben sei die Matrix
9 2
-(22).

a) Berechnen Sie die Eigenwerte von A und eine Orthonormalbasis aus Eigen-
vektoren fiir A.

b) Bestimmen Sie eine orthogonale 2 x 2-Matrix 7" und eine Diagonalmatrix
D so, dass
T-'-A-T=D.

c) Folgern Sie aus b), dass fiir alle n € N gilt
At =T-D"- T
d) Zeigen Sie mit c)

An — 5n71 . <2n+2 +1 2n+1 —9

gntl _ o 2n+4) fiir alle n e N.

2.25 (Frihjahr 2006, Thema 2, Aufgabe 1)

1 2 s
Esseisec Rund Ay,=1[s 1 2
2 s 1
1
a) Zeigen Sie, dass | 1| ein Eigenvektor von A ist und berechnen Sie den
1

zugehorigen Eigenwert \g. Fiir welche s ist A, = 07
b) Bestimmen Sie in Abhéngigkeit von s € R den Rang von A,.

c) Bestimmen Sie in Abhéngigkeit von s € R die Losungsmenge des linearen
1
Gleichungssystems A, -z = | 1
1



2.26 (Friihjahr 2006, Thema 1, Aufgabe 1)

Es sei A eine reelle 2 x 2-Matrix mit den (nicht notwendig reellen) Eigenwerten
A1 und Ay, Bekanntlich heifit A reell diagonalisierbar, wenn A &dhnlich zu einer
reellen Diagonalmatrix D ist, d.h., wenn es eine invertierbare reelle 2 x 2-Matrix
T gibt mit A = T~'DT. Welche der folgenden Aussagen a), ..., d) sind richtig,
bzw. falsch? Geben Sie jeweils einen Beweis, bzw. ein Gegenbeispiel an!

a) Ap und Ag sind reell mit A\; # Ay = A ist reell diagonalisierbar;
b) det(A) <0 = A ist reell diagonalisierbar;
c) A ist nicht reell diagonalisierbar = A; und A5 sind nicht reell;

d) A? ist reell diagonalisierbar = A ist reell diagonalisierbar.

2.27 (Herbst 2006, Thema 2, Aufgabe 2)

Es sei n > 2 und A eine reelle n x n-Matrix. Zeigen Sie:

a) A ist genau dann invertierbar, wenn 0 kein Eigenwert von A ist.

b) Ist A € R ein Eigenwert von A, so ist A? ein Eigenwert von A% Ist zudem A
invertierbar, so ist A™! ein Eigenwert von A~

c) Ist A reell diagonalisierbar, so gilt dies auch fiir A%

d) TIst A? reell diagonalisierbar, so braucht dies fiir A nicht zu gelten. Hinweis:
Betrachten Sie etwa spezielle Matrizen der Form

A:<O 8) mit a # 0.

2.28 (Herbst 2008, Thema 2, Aufgabe 3)
Es sei B eine reelle n x n—Matrix mit B? = I,,, wobei I,, die n x n—Einheitsmatrix
bezeichnet. Zeigen Sie:
a) Fir jeden Eigenwert A von B gilt A =1 oder A = —
b) Ist 1 der einzige FEigenwert von B, so gilt B = I,,. (Hinweis: Betrachten Sie
fiir einen Spaltenvektor z € R"™ das Produkt von B mit dem Vektor x — Bx.)

2.29 (Herbst 2009, Thema 1, Aufgabe 1)

Es sei b € R™ und A eine reelle n x n—Matrix. Die affine Abbildung f : R" — R"

sel definiert durch
flz)=A-z+b, x € R".

Zeigen Sie:
a) Die Menge der Fixpunkte von f
Fix(f) ={z e R": f(z) =z}

ist ein affiner Unterraum von R™ oder sie ist leer.

b) Wenn 1 kein Eigenwert von A ist, dann hat f genau einen Fixpunkt.



