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8.1 Die gegebene Quadrik

Q= {(Z) €R?* | 132% — 322y + 37y :45}

besitzt die Gleichung

T\ . (13 —16 9%2
(:U y) A (y)—45 fiir A_(—16 37)ER .

Wegen

13—X —16
—-16 37—\

= (481 — 50X + A?) — 256 = A* — 50\ + 225 = (A — 5)(\ — 45)

Xa(A) = det(A — A Ey) z‘ ‘: (13 = X)(37 = A) — (—16)% =

fiir alle A € R besitzt A die beiden Eigenwerte A\; = 5 und Ay = 45; wegen

8 —16) (1 -2\ . 2
A_)\IEZ_(—M 32)“(0 0) ot ”1_(1)

ein Eigenvektor von A zum Eigenwert \; = 5, und wegen

-32 —16 2 1 ) —1
A—)\QEQ—(_16 —S)W(O 0) ist UQ—(2)

ein Eigenvektor von A zum Eigenwert Ay = 45. Mit der orthogonalen Matrix

2 _ 1
P= (o o) = (f f) < O:(R)
all vz VA

und der Diagonalmatrix

D= dlag ()\1, )\2) = S R2X2

N\
ot
o

~_

0 45



8.2

gilt dann PTAP = D. Mit der Variablentransformation (i) =P (f) ergibt
sich die Gleichung

(w 2)-PTAP. (f) = 45,

also
5 0 wy) 2 2 _
(w 2) (0 45) (z) =45  bzw. 5w’ +452° =45,

woraus sich in

2 w? 22

w 2
?—FZ':l bzw. §+§:1

die euklidische Normalform einer Ellipse mit den Halbachsen 3 und 1 ergibt.

Der gegebene Kegelschnitt

K:{(xl) €R2|xf—4x1x2+4x§—6x1—|—12x2+8:0}.

X2

besitzt die Gleichung

(1‘1 :I:z)'A- (i;)—i—b—r- (i;)—i—czo

mit
(1 =2 22 _ (6 2 _
A—(_2 4)€]R , b—(12)€R und c=8¢€eR.
Wegen
1—=A 2
S S B EPIEPYR

=(4=B5A+N)—4=(A=5)-A

fiir alle A € R besitzt A die beiden Eigenwerte \; = 5 und \; = 0; wegen

—4 =2 21 : —1
A—)\1E2:<_2 _1)W(0 0) 1st ’Ul—(2>

ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A\; = 5, und wegen

1 =2 1 -2 . 2
A—)\QEz:(_z 4)W(0 O) ist 712:(1)

ein Eigenvektor von A zum Eigenwert \; = 0. Mit der orthogonalen Matrix

1 2
P:<v1’ Uz>: Y5 B € 0s(R)
[oa]]” [z NG

und der Diagonalmatrix

D= dlag ()\1,)\2) = ((5) 8) € R2X2



8.3

gilt dann PTAP = D. Mit der Variablentransformation (il) =P (51) ergibt
2 2
sich die Gleichung

(y1 ) PTAP (yl) +0'P (yl) fe=0,
Y2 Y2

R [

und damit

also

30
5yi +—=y1 +8=0.

V5

Mit Hilfe quadratischer Ergdnzung ergibt sich
3 3\’
51y +2 —- —1—(—) :—8+5-(
(yl \/g n \/g

3 2
S5lp+-—=] =1,
(yl \/5>

. . . . + 3
so daB sich mit der erneuten Variablentransformation (Zl) = (yl V5 ) dann

Sl
—

also

521 =1, also 5 =1,

L
()
die euklidische (metrische) Normalform einer Parallelenpaares ergibt.

Die gegebene Quadrik

_ T 2 2 . 2_i _i 4
Q—{(@)ER | 2] + 421 29 — 225 \/le \/garg 4—0}

besitzt die Gleichung
mit

Wegen

5 o\ [=A=N(2-N -2 =

= (2424 2N) 4=+ A -6=A-2)(A+3)

det(A — A\ Ey) = '1” 2 '



fiir alle A € R besitzt A die beiden Eigenwerte A\; = 2 und Ay = —3; wegen

-1 2 1 -2 ) 2
A—)\1E2:<2 _4)W(0 O) ist 111:(1)

ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A\; = 2, und wegen

4 2 21 . -1
(D=0 -(3)

ein Eigenvektor von A zum Eigenwert Ay = —3. Mit der orthogonalen Matrix

p_ (v_ &) _
[oall” o]

und der Diagonalmatrix

1

2‘/5> € O2(R)

NG

S-S

D = diag ()\1, )\2) = (3 _03) € R?x2

gilt dann PT AP = D. Die Variablentransformation (?) =P (Zl) fiihrt nun
2 2

die gegebene Gleichung

(11 a2) A (ﬁ;)m. (i;)—i—c:o

in die Gleichung

(y1 w2) - PTAP- (yl) +b'P- <zl> +c=0

Y2 2
iiber, also
oo () () (o 8)- (3 ) (1) -
0 -3) \w o)\ 2 g, |
und damit

2y7 —3y; — 4y —4=0.
Mit Hilfe quadratischer Ergdnzung ergibt sich
2(yi —2-1-y+1%) =3y =4+2-1%,

also
2(y1 —1)° =3y =6,

so daf} sich mit der erneuten Variablentransformation <Z1)

—1
(yl ) dann
22 Y2
& %

227 — 325 =6, also — =1,

(v3) (V)

die euklidische (metrische) Normalform einer Hyperbel ergibt.




8.4 Der gegebene Kegelschnitt

Q:{@) ER2|7y2+24xy—2y+24:0}

(x y)-A-(z)+bT-(z>+c:O

A:<O 12)€R2X2, b:<0) R? und c¢=24€R.

besitzt die Gleichung

mit
12 7 -2
Wegen

xa(A) = ‘IQA 71_2A‘ = AT—=XN)—122=X—-7TX—144 = (A +9)(A — 16)

fiir alle A € R besitzt A die beiden Eigenwerte A\; = —9 und Ay = 16; wegen

9 12 3 4 . 4
A_AlEQ_(m 16>W<0 0> ist ”“(3)

ein Eigenvektor von A zum Eigenwert \; = —9, und wegen

—16 12 4 -3 . 3
A—)\QEQ:(H _9)W<0 0) ist ’U2:(4)

ein Eigenvektor von A zum Eigenwert Ay = 16. Mit der orthogonalen Matrix

4
P= (g o) = (3
||Ul|| HU2|| 5

und der Diagonalmatrix

U0

) € 02(R)
D = diag (A, \y) = (_09 106) e R?*?

gilt dann PTAP = D. Mit der Variablentransformation (";) =P (Z) ergibt
sich die Gleichung

(v v) PTAP (2) +bTP (Z) +e=0,

IR IOREACE [or

und damit 6 g
—9u2—|—16v2—5u—gv+24:().

also

(SIS [OV)



8.5

Mit Hilfe quadratischer Ergdnzung ergibt sich
9w 2.2 +12+16 2. 1 +12—
" 15 " \15 ! 20 " \20) |~
1)’ 1)’
——924—-9.(— 16- [ —
() <0 (w)

1)2 1\?
- — 16(v——) =-24
9(u+ 15) + 6(1} 20> ,

1
so daf} sich mit der erneuten Variablentransformation (7”;) = < | ) dann

V=130

also

2 2
—9w? +162% = —24, also v -z =1,

(V6" (3v6)°

die euklidische (metrische) Normalform einer Hyperbel ergibt.

Die gegebene Quadrik

Qz{(i) €R2]7:c2+48:z:y—7y2—6:z:+8y20}.

( y)-A-(z)+bT-<Z>+c:o

besitzt die Gleichung

mit
(T 24 2%2 (-6 9 -
A_<24 _7>ER , b—(8>€R und c=0¢€eR.
Wegen
7T—A 24
det(A—)\Eg):' o1 _7_)\':(7—)\)(—7—)\)—242:

= (A —49) — 576 = \*> — 625 = (A — 25) (A + 25)

fiir alle A € R besitzt A die beiden Eigenwerte A\; = 25 und Ay = —25; wegen

18 24 34\ 4
A_A1E2:(24 —32>W<0 o) st “1_(3)

ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A\; = 25, und wegen

32 24 43 . —3
A_ME_<24 18)W<O 0) 15t ”2—(4>

ein Eigenvektor von A zum Eigenwert Ay = —25. Mit der orthogonalen Matrix

U1 V2 g
(an’ ku) (g g)e ®)



8.6

und der Diagonalmatrix

D= dlag ()\1, >\2) = <205 _(;5) c RQXQ

gilt dann PTAP = D. Die Variablentransformation (;) =P (3) fiihrt nun
die gegebene Gleichung

(« y)-A~(z)+bT- (;>+c:0
(u v)-PTAP. (Z)HJP- <Z> +e=0,

co (5 ) (e (7))

25u% — 2502 4+ 10v =0

in die Gleichung

also

und damit

iiber. Mit Hilfe quadratischer Ergénzung ergibt sich ferner

2 2
25u? — 25 02—2-1-v+ ! _ o5 (1L
5 5 5

und damit

u
v 1

so daf} sich mit der Variablentransformation (Z}) = ( ) die Gleichung

5

22 w?

[ORNCE

ergibt; letztere stellt die euklidische (metrische) Normalform einer Hyperbel dar.

o={G)ex e ma() o ()eo-d

A:(l _1)€R2X2, b:<13)€R2 und c¢= —4€R.

Es ist

mit



fiir alle A € R besitzt A die beiden Eigenwerte A\; = 2 und Ay = 0; wegen

-1 -1 11 ) -1
A—/\1E2:<_1 —1)W(O 0) 1st Ul:(l)

ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A; = 2, und wegen

1 -1 1 -1 . 1
A—)\2E2—<_1 1)~=>(0 O) ist 1)2—<1>
ein Eigenvektor von A zum Eigenwert Ay = 0. Mit der orthogonalen Matrix
v v - %
P= (—1 —2> = ¥* ) €0yR)
[[oal] " [|v]] v
und der Diagonalmatrix

D= dlag ()\1,/\2) = (2 0) € R2X2

gilt dann PTAP = D. Mit der Variablentransformation (Zj) =P (Z) ergibt
sich die Gleichung

(v v) PTAP (3) +bTP (Z) +e=0,

also )
2 0 U -1 1 U
(o o) ()0 -5 (3 1) (1) o
und damit 4 5
2u* — —u— ——=v—4=0.

V2 V2

Mit Hilfe quadratischer Ergdnzung ergibt sich
1 1)’ 1)?
2 u2—2-—-u+(—) —\/§v—4—2(—> =0,
( V2 V2 V2

Z(u—%)Q—\/i(v—i—%):O,

1
u —_——
so daf} sich mit der erneuten Variablentransformation (Z)) = ( ?) dann

also

U+7§
2w? — 2z =0, also V2uw?—2=0,

die euklidische (metrische) Normalform einer Parabel ergibt.



8.7 Die gegebene Quadrik
Q= {(il) € R? | 22 + 4w 1wy + 423 + 42, — 225 + 1 :O}
2

besitzt die Gleichung

(11 w2) A (Q)m. (i;)—i—c:o

mit
A:(l Q)E]RQXQ, Z(_ZLQ)GRQ und c=1¢€R.
Wegen

det(A — )\Eg) =

‘1? 43\:<1—A><4—A>—22=A2—5A=A<A—5>

fiir alle A € R besitzt A die beiden Eigenwerte \; = 5 und \; = 0; wegen
—4 2 2 -1 . 1
A—)\1E2:<2 _1)W(0 0) 1st Ul—<2>
ein Eigenvektor von A zum Eigenwert \; = 5, und wegen
1 2 1 2 . -2
A—)\QEQ—(Z 4)->(0 0) ist v2—(1)
ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A\ = 0. Mit der orthogonalen Matrix

—( L ):(?5 _jE> € 05(R)

ol el VA

und der Diagonalmatrix

D= dlag (/\1,/\2) = <(5) 8) S R2X2

gilt dann PT AP = D. Die Variablentransformation <i1> =P (zl) fithrt nun
2 2

die gegebene Gleichung
(21 @) - A- (Il) +b" - (xl) +c=0
T T

in die Gleichung

(1 w) - PTAP. (g;) AN (3@ Te=0,

also
5 0 Y L -z Y
. s 4 —9).| V5 V5. ( 1) +1=0
(vi o) (O 0> (y2> +( ) L 1 Yo )



und damit

10 10 V5

iiber; die Variablentransformation <zl> = ( h \/5) liefert nun die Gleichung

<2 Y2 — 1o

10 2
5z%—%22:0 bzw. Zzl—ZQZO,

NG

also die euklidische (metrische) Normalform einer Parabel.

Die gegebene Quadrik

H:{(i) eR2y17x2—32xy—7y2—66x+18y—33:0}

(2 y)A(g)+bT (i)ﬂ:o

(17 16 22 (66 2 _
A_(—16 _7>€]R , b—<18>ER und c¢=-33 €R.

besitzt die Gleichung
mit

Wegen
det(A) =17 (=7) — (=16)* = =375 # 0

ist die Matrix A invertierbar mit der Inversen

1 ~ 1 -7 16
Al = A= —
det(A) —375 (16 17) ’

so daf} die Quadrik H genau einen Mittelpunkt besitzt, ndmlich

~7 16\ (66 1
_ o Llg-1p 1 _
m=—yAT0 750(16 17)(18) (—1)'

Mit der Variablentransformation @C) = (g) + m erhélt man die Gleichung

(u v)A(Q;) + <c+%bTm) —0

1 1
c+§bTm:—33+§(—66 18) ( 1 ) = —33 —42 = —75,

also insgesamt

(u v) A Cj) =175,



8.9

Die Matrix A besitzt das charakteristische Polynom
xa(A) =A% =10\ — 375 = (A — 25)(\ + 15)

fiir alle A € R und damit die beiden Eigenwerte \; = 25 und Ay = —15; be-
zeichnen v; und vy dazugehorige normierte Eigenvektoren, so ergibt sich mit der
orthogonalen Matrix P = (vy,v2) dann

o (250
P'AP = D = diag(A\;, \2) = <O _15).

Mit der Variablentransformation (Z) =P <1§) ergibt sich die Gleichung

(w z) PTAP <‘;’) —75, also  (w 2)D (;“) =75,

und damit

w? 22
25w? — 152% = 175, also S ——— =1
V3T Vb
dies ist die euklidische Normalform einer Hyperbel.
Die gegebene Quadrik
Q= {(2) ER? 327 +2m a0+ 325 — 221 + 105 — :0}

besitzt die Gleichung

(x1 xz)'A- (i;)—i—b—r- (i;)—i—czo

mit
_ (31 2%2 I 2 _
A_(l 3>ER , b—(10>€R und c¢c=-5¢€R.
Wegen
det(A—)\Eg):‘SI)\ Si)\‘:(S—A)2—12:(2—>\)(4—>\)

fiir alle A € R besitzt A die beiden Eigenwerte A\; = 2 und Ay = 4; wegen

11 11 ) 1
(=) ()

ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A\; = 2, und wegen

A—XE, = (‘11 _11) > ((1) _01> ist vy = G)

ein Eigenvektor von A zum Eigenwert Ay = 4. Mit der orthogonalen Matrix

1

1 1
pP— (L, &) = V2 V2| ec0oyRr)
od]] " [lval| 5 v

[\



und der Diagonalmatrix

D = dlag ()\1,)\2) = ((2) 2) € R2X2

gilt dann PT AP = D. Die Variablentransformation <i1> =P (zl) fithrt nun
2 2

die gegebene Gleichung

(21 x2) - A- (ml) +b"- (xl) +c=0
T2 X2

(yl y2) .PTAP . (Z;) +b'P- (y1> +c=0,

in die Gleichung

Y2
also
20 Y1 5 7 Y1
(1 yz)-(o 4)-(y2)+( 2 10) - (% %)-(w)—ka:o,
und damit
2y7 +4ys — \/_y1+\/_y2—5 0

iitber. Mit Hilfe quadratischer Ergénzung ergibt sich ferner
3 3° 1 1)
2(yi -2 — +(—) +4ly+2-—- +<—) =
(yl 2" T \2 TR\
3\° 1\?
=5+2-|—x=] +4-|—=

o) el )

3
so daf} sich mit der Variablentransformation (Zl) (yl f) die Gleichung

und damit

Z9 y2+\[
2 2 2 2
Z—1+Z—2:1 bzw. il 2—1—2—3:1
8 4 (2\/5) 2

ergibt; letztere stellt die euklidische (metrische) Normalform dar. Insgesamt ist
3 3
@7 () ()
T2 Y2 22T 5 Z2 G

§|H§|H
S-S
N—
|
§|H§|w
N——
Il
~
VR
o
N——
+
VN
[l__) —_
~



damit ist @) eine Ellipse mit dem Mittelpunkt ¢ = (_12

t+R-v; = (_12> +R- <_11) und t+R-vy = (_12) +R- (1)

sowie den den Hauptachsenabschnitten der Linge 2v/2 und 2.

) , den Hauptachsen

8.10 Die gegebene ebene Quadrik
Q= {(Z) € R?| x2+y2+14xy+44x+20y+76—0}

besitzt die Gleichung

(« y)-A~(z)+bT-(;>+c:O

A:G DGRM, b:(;lg)ew und ¢ =76 € R.

mit

Wegen

S N e e CCRTVICEPY

fiir alle A € R besitzt A die beiden Eigenwerte \; = —6 und A\ = 8; wegen

77 11 ) 1
a6 e

ein Eigenvektor von A zum Eigenwert \; = —6, und wegen

-7 7 1 -1 . 1
A—/\2E2=<7 _7)W(0 O) ist v2:<1>

ein Eigenvektor von A zum Eigenwert Ay = 8. Mit der orthogonalen Matrix

1

1 1
P= (—”1 2 >: VI ) € 0y(R)
od]] ™ [l 5

und der Diagonalmatrix

)

D = diag (A, \2) = (_06 g) e R??

gilt dann PTAP = D. Mit der Variablentransformation (g) =P (Z) ergibt
sich die Gleichung

(v v) PTAP (Z) 1P (Z) te=0,



also

11
(v v) (_06 g) <“) +(44 20)- | V2 V2 <“) +76 =0,
v —75 7§ v
und damit

—6u? + 80 + 12v2u + 32v2 v + 76 = 0.
Mit Hilfe quadratischer Ergénzung ergibt sich

—6(u2—2-\/§-u+<\/§)2)+8<v2+2~2\/§-v+<2\/§>2) -
:—76—6<\/§>2+8<2\/§)2,

also

6 <u— ﬁ)Q 48 <v+2\/§>2 Y

so daf} sich mit der erneuten Variablentransformation L P \/5 dann
z v+ 2\/§

w? 22

—6w? +82% = —24, also ———=1

22 /3 ’
die euklidische (metrische) Normalform einer Hyperbel ergibt.

8.11 a) Die gegebene Quadrik

Q:{(Z) 6R2|9y2—40xy+64y+80x:64}

besitzt die Gleichung

(x y)-A-<§)+bT-(§)+c:0

(0 =20 9%2 (80 9 L
A_<—20 9>€]R , b—<64)€]R und c¢= —64 € R.

Wegen
0 —20
-20 9

ist die Matrix A invertierbar; damit besitzt ) den Mittelpunkt

g Lo, 11 9020y /80y _ 1 (2000 _ (3
2 2 —400 \20 0 64) 800 \1600) — \2)/°

Die Verschiebung des Mittelpunkts in den Ursprung wird durch die Varia-

5
blentransformation (91:) = (u) +t= <u + 2) vermittelt; diese fithrt die
Y v v+ 2

det(A) :' ‘:0-9— (—20)% = —400 # 0

gegebene Gleichung

( y)-A-(;j)—i—bT-(z)—i-c—O



(geméB der in der Vorlesung durchgefithrten Rechnung) in die Gleichung

(u v)-A- (Z) +(c+35-b"t)=0
iiber; wegen
5
C_|_%.th: —64+%- (80 64) . (%) = —64 + 164 = 100
ergibt sich also
(u v) A (if) +100 = 0.

Wegen

0—Xx =20

‘:—/\-(9—)\)—(—20)2:
=2 — 9\ —400 = (A +16) (A — 25)
besitzt die Matrix A die beiden Eigenwerte \; = —16 und A\, = 25. Wegen
16 —20 4 -5
A-ME;= (-20 25 ) ~ (0 0 )

ist v; = (i) ein Eigenvektor von A zum Eigenwert \; = —16, und wegen

~25 —20 5 4
A= Bz = (—20 —16) - (0 0)

_54) ein Eigenvektor von A zum Eigenwert Ay = 25; mit der

orthogonalen Matrix

U1 U2 . A1 0O
P = (—, —) gilt dann PTAP = ( ) .
[o]] vzl 0 A

Die erneute Variablentransformation Cj) =P (f) liefert die Gleichung

ist Vg =

(w z)-PTAP-@)Hoozo bzw. A w®+ Ay 2% = —100

und folglich

’LU2 22
PR
2

—16-w? +25- 22 = —100 bzw.

die letzte Gleichung ist die euklidische Normalform von Q.



c) GeméB a) und b) ist die Quadrik @ eine Hyperbel mit dem Mittelpunkt
5

t= <g> und den beiden Hauptachsen

5 5 5 —4
t+R-v = (§>+R- <4) und t+R-vy = (§)+R-<5);

diese beiden Geraden entsprechen der w—Achse und der z—Achse desjenigen
Koordinatensystems, in dem @ die in b) ermittelte euklidische Normalform
besitzt.

LY

8.12 a) Die gegebene Quadrik
Q= {(5) € R?| 8952—123:y+17y2+44x—58y—l—48:0}

besitzt die Gleichung
x x
z y) A +bT-()+c:0
@A (D)o (]

(8 —6 92 [ 44 9 B
A_(—G 17>€]R , b—(_58)€R und c=48 € R.

mit



Wegen

8—A —6
—6 17—\
= (N> —=25X+136) — 36 = A\ —25 A + 100 = (A — 5)(A — 20)

det(A—)\Eg):' ‘:(8—/\) (17— \) — (—=6)2 =

fiir alle A € R besitzt A die beiden Eigenwerte A\; = 5 und Ay = 20; wegen

3 —6 1 -2 . 2
A—)\lEQ_(_G 12>-><0 0) ist Ul—(1>

ein Eigenvektor von A zum Eigenwert \; = 5, und wegen

—-12 —6 2 1 ) —1
A—)\2E2<_6 _3)«/»(0 O) ist vg—<2)

ein Eigenvektor von A zum Eigenwert Ay = 20. Mit der orthogonalen Matrix

P=(r ) v (i ) o

und der Diagonalmatrix

D = dlag ()\1, )\2) = (8 200) € RQXQ

gilt dann PTAP = D. Die Variablentransformation (;) =P <Z) fithrt

nun die gegebene Gleichung

(x y)-A-<§)+bT-(§)+c:0

in die Gleichung

also
5 0 U 1 /2 —1 U
(u v)-(o 20)-<U)+(44 —58)'ﬁ<1 2)-(U)+48—O,
und damit
5u? + 2002 +—u —v—|—48—0
T

iiber. Mit Hilfe quadratischer Ergénzung ergibt sich ferner

5- (u2+2-%'u+(%>2>+20- (1)2—2'%%1—%(%)2) =

— —48+5. (%)2+20- (%)2



und damit
3\’ 4\?
S5 lu+—| +20-|v——| =25,
(wr5) 2 (o= %)

ut
so daf sich mit der Variablentransformation C;j) = (U f) die Glei-
Vs

chung

2 2 w2 22

——i—%zl bzw. + =1

> (V52 (3V5)?

ergibt; letztere stellt die euklidische Normalform einer Ellipse dar.

GeméB der in a) ermittelten euklidischen Normalform ist @ eine Ellipse mit
den Hauptachsenabschnitten o = v/5 und 8 = %\/5 Wegen

() = ()=r (%)
- (O () ()

besitzt () im x—y—Koordinatensystem den Mittelpunkt m = _12 sowie
. -2 2 ) -2 -1
die w—Achse 1 + R 1 und die z—Achse 1 4+ R - 9 als

Hauptachsen; die Scheitelpunkte auf der w—Achse sind

e (7) 5 ()~ (7)< (),

und die Scheitelpunkte auf der z—Achse sind

-2 1 /-1

insgesamt also

Q) ) n (@) ()

Damit ergibt sich die folgende Skizze:

Il
VR
—_ I

[\
~
H-
VR
— |

N~
N~



8.13 Der gegebene Kegelschnitt

P:{(z) €R2\x2+2sxy+y2+2x+2y+120}.

besitzt die Gleichung

(x y)-A-(§)+bT-<§)+c:O

A:<1 S)eRM, b:<2>eR2 und c=1€R.
s 1 2

Dabei ist der Kegelschnitt P genau dann eine Parabel, wenn er ohne Mittelpunkt
ist, also das lineare Gleichungssystem A -m = —% b keine Losung besitzt: wegen

1y 1 s|—1 1 S —1
(A| 2b>_(s 10=1 )t \ 0 1—52| —14s

ist dies genau fiir 1 — s2 = 0 und —1 + s # 0, also fiir s = —1 der Fall. Wegen

u =[N T e = 0

fiir alle A € R besitzt A die beiden Eigenwerte A\; = 2 und Ay = 0; wegen

-1 -1 11 : —1
cane (-6 w ()

ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A\; = 2, und wegen

1 -1 1 -1 . 1
(3 ) 7) ()



ein Eigenvektor von A zum Eigenwert Ay = 0. Mit der orthogonalen Matrix

1 1
T — (”_1 &) = V2 2| € 0y(R)
[oa]] ™ [Jv]] iV
und der Diagonalmatrix

D = diag (A1, A2) = (2 0) € R¥x2

gilt dann TTAT = D. Mit der Variablentransformation <:;> =T (Z) ergibt
sich die Gleichung

(u v) TTAT (Z) +LIT (g) te=0,

also

und damit

4 4 2
2U2—|—EU+1:O bZW. 2U2 E(U_I_L_):O

U
Mit der erneuten Variablentransformation (1;)) = ( \/5) dann

4 1
2uw?+ — 2 =0, also —w?+ 2 =0,

V2 V2

die euklidische (metrische) Normalform einer Parabel ergibt. Insgesamt ist

(0 () (-
(45 () 0- ()

=t

sl

es ist t der Scheitel und die z—Achse t + R - vy die Symmetrieachse von P.



8.14 Die in Abhéangigkeit vom Parameter s € R gegebene Quadrik

QS:{(§> €R2]sx2+2xy+sy2+2x+2y—1:0}

besitzt die Gleichung

(x y)- A, (§>+bT- <§)+c=0

mit
As = <i 1) € R**?, b= (;) € R? und c=—-1€eR.
Wegen
YA () = det(As — A E,) = SIA SiA‘ Rt

=(s=A=1)-(s=A+1)=A—=(s=1))-(A—=(s+1))

fiir alle A € R besitzt As die beiden (verschiedenen) Eigenwerte A\; = s — 1 und
Ay = s+ 1; wegen

11 11 . —1
AS—/\1E2:<1 1)W<O O) 1st U1:<1)

ein Eigenvektor von Ay zum Eigenwert A\; = s — 1, und wegen

Ag— N By = (_11 _11) s (_01 (1)) ist v = G)



ein Eigenvektor von A, zum Eigenwert \y = s+ 1. Mit der orthogonalen Matrix
N S
v v
P= (o 1) - ( " f) < O:(R)
Hl i iV

und der Diagonalmatrix

D = diag (A1, \) = (351 321> € R2*?

gilt dann PTAP = D. Mit der Variablentransformation (Zj) =P (Z) ergibt
sich die Gleichung

(v v) PTAP (Z) +bTP (Z) +e=0,

also
10 -7 7
S — U V2 V2 U
e (et ) () e () ()
V2 V2
und damit
(%) (s—Du’+(s+1)v*+2/20—-1=0.
Fir s = —1 erhalt man

(¥) —2u*+2V2v-1=0 <

— —2u2+2\/§<v—$>:0 — \%—@—ﬁ):o,

2
U w
mit der Variablentransformation (z;;) = ( 1 ) also in — — 2z = 0 die

VT as V2
euklidische Normalform einer Parabel. Fiir s # —1 ist s + 1 # 0, und es gilt

(+) <s—1>u2+<s+1><v2+2. V2 .U)zl —

s+ 1
2
V2 V2 2
— 1) u? 1 249. : =1
(s Ju 4+ (s+1) [ v° + por] v+ P +s+1
2
V2 s+ 3
= (s—1)u? 1 = —
(s >u+<s+>(v+s+1 o

u
mit der Variablentransformation (w) = ( \/5) also
z v+ 2

s+1

(%) (3—1)w2+(s+1)22:zii




8.15

Fir s = 1 erhalt man in
(%) 22=2 & *=1

die euklidische Normalform eines parallelen Geradenpaars, und fiir s = —3 erhélt
man in

(%) —duw®—222=0 &= 2w + 22 =0
die euklidische Normalform eines Punktes; fiir s € R\ {—3,—1,1} ergibt sich
schlieflich die euklidische Normalform

w? 22
(*) s+3 + s+3 = 1’
(s+1)(s—1) (s+1)2

und im Hinblick auf das Vorzeichen der beiden Nenner erhalten wir:

| | s<-3 [-3<s<-1[-1<s<l]1<s |
5+ 3 <0 >0 >0 > 0
s+1 <0 <0 >0 > 0
s—1 <0 <0 <0 > 0
% <0 >0 <0 >0
o <0 >0 >0 >0

’ Typ ‘leere Menge‘ Ellipse ‘ Hyperbel \Ellipse‘

Die in Abhéngigkeit von den Parametern a, b € R gegebene Quadrik @, im R?
mit Variablen x, y € R besitzt die Gleichung

(a+b)z*+ (a+b)y* +2(b—a)zy +2(2b—a)z +2(2b+a)y +a+ 4b =2

(:C y) Aa,b (g) + t:lz—,b <§> + Capb = 0

mit der symmetrischen Matrix
_f(a+b b—a 952
Aap = <b—a a+b) ek

~(2(2b—a) 9 B
t“’b_(2(2b—|—a)) € R7, und Cap =a+4b—2cR.
Fiir a = bist A, , bereits eine Diagonalmatrix, fiir a = b = 0 sogar die Nullmatrix,
so dafl Qo strenggenommen keine Quadrik ist; wegen der unlosbaren Gleichung
0 = 2 ist Qo die leere Menge. Fiir a = b # 0 besitzt (), die Gleichung

und damit

sowie

202° + 2ay* + 2ax + 6ay + Ha = 2,

nach Division durch 2a # 0 also

5 1 1 9 1
Pyt r+3y+-== baw. (2P+a+> )+ (P +3w+-) ==
2 a 4 4 a



und damit

(-+3)

_I_
mit der Variablentransformation ( )
+

-3

1
g) ergibt sich
2

+

(02

2_1
a

und damit fiir ¢ > 0 in

w? 22

ERERNEnE
die euklidische Normalform eines Kreises sowie fiir a < 0 in

w? 22

=1

(=) (&)
die euklidische Normalform der leeren Menge.
Fiir a # b besitzt nun die Matrix A,;, wegen
(a+0b) — A b—a ’

b—a (a+0b) — A
= ((a+b) =N’ =(0b—0a)?=(2a—\) (20— )

XAa,b ()\) = det(Amb — )\ . EQ) =

fiir alle A € R die beiden Eigenwerte A\; = 2a und Ay = 2b; wegen
b—a b—a\ =1 (1 1 11
Aaﬁ"_Al'EQ_(b—a b—a> S (1 1> <o o)

ist v, = (_11> € R? ein Eigenvektor von A, ;, zum Eigenwert A; = 2a, und wegen

_f(a—=b b—a\ 1 (1 -1 L-l
Aa,b—>\2'E2_<b—a a—b) bfjﬂ(1 _1> <O O>

ist v, = € R? ein Eigenvektor von A,; zum Eigenwert Ay = 2b. Mit der

1
orthogonalen Matrix

1 1
P:Qﬁwﬁﬂ>:<52?>€%®)
! 2 V2 V2

und der Diagonalmatrix

D,y = diag (A1, Xo) = (20a 20l7> e R*?

gilt dann PTAGJ,P = D, . Mit der Variablentransformation (5) =P (g) ergibt
sich die Gleichung

(u v) PTA,,P Cj) +t],P Cj) +Cap =0,



also

(u v) (20“ 20b> <§j>+(4b_2a 4b+2a)~<_‘/%

1
V2

S sk

> (u>+a+4b:2,
v

und damit A "
a
20U + 200 + —u+ —v +a+4b=2,
V2 V2
also 5 ) A
2a u2+—u+—)+2b<v2+—v—|—2)—2
( V22 V2
und damit

1)? 2\
alu+—=) +blv+—| =1;
(o) (4 5)
. : . . w u+ o5 -
mit der erneuten mit der Variablentransformation = v2 | ergibt sich
z v+ V32
aw® +bz? =1,
wodurch die folgende Fallunterscheidung motiviert wird:
e Im Falle a > 0 ergibt sich fiir b > 0 in
w? 22
ERCRNENE

die euklidische Normalform einer Ellipse, fiir b = 0 in

die euklidische Normalform einer Hyperbel.

e Im Falle a = 0 ergibt sich fiir b > 0 in

die euklidische Normalform der leeren Menge.



8.16

e Im Falle a < 0 ergibt sich fiir b > 0 in

die euklidische Normalform ebenfalls der leeren Menge.
Damit sind die in a) und b) gestellten Fragen beantwortet.

Der in Abhiingigkeit vom Parameter a € R gegebene Kegelschnitt @, im R? mit
Variablen z, y € R besitzt die Gleichung

(a+Da?+ (a+ 1)y* +2(a — Day + 2v2az + 2v/2ay 4+ 2a — 2 =0

(r ) Aa (z>+bj (;C)Jrcazo

mit der symmetrischen Matrix

und damit

sowie

. 2\/5(1 ) .
b“_(g\/ﬁ()eR’ und Cce =2a—2€R.

Fiir a = 1 ist A, bereits eine Diagonalmatrix, und @, besitzt die Gleichung

202 + 207 + 222 +2vV2y =0  baw. 22+ +V22+V2y=0,

(e 2o DY (e 2o )
(7)o

mit der Variablentransformation (z)

also

und damit

T+
y+ 75

S-S \/

> ergibt sich in



die euklidische Normalform eines Kreises.

Fiir a # 1 besitzt nun die Matrix A, wegen
Xa(A) = det(Aa = A- o) =100 0T gy

= ((a+1)=N>=(a—12=(2-X)(2a =\

(a+1)—A a—1 ‘

fiir alle A € R die beiden Eigenwerte \; = 2 und A\ = 2a; wegen
a—1 a—1) =21 (1 1 11
Ao =M By = (a—l a—l) gu (1 1> o1 <O 0)

ist v; = <_11> € R? ein Eigenvektor von A, zum Eigenwert \; = 2, und wegen

—a+1 a—-1Y\ a3t (-1 1 -1
AQ_AQ.EQ_(G_l —a+1)aff.u<1 _1)1?31(0 0)

ist vy = € R? ein Eigenvektor von A, zum Eigenwert )y = 2a. Mit der

1
orthogonalen Matrix

1 1
r= (o ||UQ||>:< " f) <08
ol At iV
und der Diagonalmatrix

Da = dlag ()\1, )\2) = (3 20a) € RQXQ

gilt dann PTA,P = D,. Mit der Variablentransformation (g) =P (Z) ergibt
sich die Gleichung

(u v) PTA,P (Z) +b) P (Z) +c, =0,

also

2 0 -5 %
U V2 V2 U
(u U) (O 2a) (U)+(2\/§a 2\/§cz)-<L L) (U)+2a—220,
V2 V2
und damit

2u? 4+ 2av® +4av+2a—2 =0,

also

2u2+2a(v2+2v+1):2 bzw. u2+a(v+1)2:1;
mit der erneuten mit der Variablentransformation (Qj) = (v _l: 1) ergibt sich

wr4azt=1,

wodurch die folgende Fallunterscheidung motiviert wird:



e fiir a > 0 ergibt sich in

8.17 a)

w2 22
—+ 1 =1
12 (_\}a)z

die euklidische Normalform einer Ellipse,
fiir a = 0 ergibt sich in

FER
die euklidische Normalform eines parallelen Geradenpaars,

fiir a < 0 ergibt sich in

w2 Z2
Sl
A

die euklidische Normalform einer Hyperbel.

Der in Abhéngigkeit vom reellen Parameter ¢ € R gegebene Kegelschnitt

Kt:{(Z) ER2|m2+y2—|—2twy:1}

besitzt die Gleichung

(:17 y) Ay <§) =1 mit Ay = (1 i) e R*x2,

fiir t = 0 besitzt Ag = E» bereits Diagonalgestalt, und bei dem Kegelschnitt

KOZ{G) €R2|x2+y2:1}

handelt es sich um den Einheitskreis. Fiir ¢ # 0 besitzt die Matrix A; wegen

X A ()\) = det(At — )\EQ) e + 1— )\

=A-12—-t*=A—-1-t)(A—1+1)

‘1—)\ t ’:(1_A)2_t2:

fiir alle A € R die beiden verschiedenen Eigenwerte \; = 1+t und Ay = 1—t¢;
wegen

([t ¢ —t t . 1 )
At—)\lEg—(t —t)ﬁ:ﬁ(o O) ist vl—<1) R

ein Eigenvektor von A; zum FEigenwert A\; = 1 4+ ¢, und wegen

([t t t ot . (-1 )
At_/\2E2_(t t) I;/\—_)I <O O) 1st Ug—(l)e]R

ein Eigenvektor von A; zum Eigenwert Ay = 1 — t. Mit der orthogonalen

Matrix .
(%1 (%) 1 —1
(i ) 7)o
Joa]l ™ [Jvz|] V2l 1



und der Diagonalmatrix

D, = diag(\, X2) = <1§t ) L) € R

gilt PTA,P = D,; die Variablentransformation (g) =P (g) liefert

z

(« y)Ath):l — (w z)w(w)zl —

=Dt
zZ

(w =) (lgt 12t) (w> —1 = (Lt (1—t)2=1,

wodurch die folgende Fallunterscheidung motiviert wird:

1>t 1+t<0|1—t>0| Hyperbel

—1=1 1+t=0]|1—t>0 | paralleles Geradenpaar

—1<t<0||14+t>0]|1—=t>0| Ellipse

0<t<1|14t>0]1—-t>0]| Ellipse
t=1]1+t>0|1—t=0 | paralleles Geradenpaar
t>1]1+t>0|1—t<0 | Hyperbel

Gemaif a) ist K; genau dann eine Ellipse, aber kein Kreis, wenn —1 < ¢ < 0
oder 0 < t < 1 gilt; in diesem Fall ergibt sich die euklidische Normalform

w? N 22 _
(A)" (=)

so dafl wir die Hauptachsenabschnitte

a= 11+t auf der w-Achse R- HZH R % G)
sowie
b= \/11——75 auf der z—Achse R.HZ_zH:R'% (_11>
erhalten.
o Fir -1 <t<0ist 14+¢<1<1—tund damit

! 1 ! b

Ve RV e

so daf} die w—Achse die grofle Halbachse von K, ist; da es sich hierbei
um die 1. Winkelhalbierende im z—y-Koordinatensystem handelt, muf
die z—Achse um dem Winkel a = 7 in mathematisch positiver Richtung
um den Ursprung gedreht werden, um diese zu iiberdecken.

a =



e FirO<t<list1+¢t>1>1—tund damit

1 1
<l< =b,

Vv1i+t 1—1t
so dafl die z—Achse die groie Halbachse von K ist; da es sich hierbei um
die 2. Winkelhalbierende im x—y—Koordinatensystem handelt, muf} die
x—Achse um dem Winkel a = % in mathematisch positiver Richtung
um den Ursprung gedreht werden, um diese zu iiberdecken.

8.18 Wir bestimmen die affine Normalform fiir die in der Ebene mit den Koordinaten
2 und y durch die Gleichung

(%) P?+ry+3r+y=1
gegebenen Quadrik ) mit Hilfe quadratischer Ergéinzung. Wegen

(x) <= (P+azy+3z)+y=1

— <x2+ (%)2+ <g>2+2-

8
o<
+
)
8
O |
+
)
S
DO Lo
N——
|

|
/N
~
N <
N

no

_|_
N
N W
~

no

_|_

)
NS
N W
~_—

+

<

I

[S—Y

22 4
y 3\* 1,, o 131
— <x+§+§) —Z(y +2-1-y—|—1):Z—Z 1
= <x+%—l—g)2—i(y+1)2:3
= é(x+%+;>2—ﬁ(y+1)2_1

L gy 3
erhilt man mit | ) = [ V3 g 2 2) die affine Normalform u? — v? = 1
v — (y+1)
einer Hyperbel.
8.19 Wir bestimmen die affine Normalform der durch die Gleichung
(%) > +2ry+2r+2y=0
gegebenen Quadrik ) mit Hilfe quadratischer Ergénzung. Wegen

(x) <— (m2+2xy—|—2x)+2y20
= @PH+y+1P+2-2-y+2-2-14+2-y-1) -
—(P+17+2-y-1)+2y=0
= (z+y+1)>?—-y*=1



8.20

8.21

erhalt man mit (Z — (" Ty 1) die affine Normalform u? — v? = 1. Damit

Y
ist () eine Hyperbel mit den Asymptoten u = +v, also

r+yt+l=u=v=y bzw. r=—1

und
r+y+l=u=—-v=—y bzw. r+2y=—1.

Wir untersuchen in Abhéngigkeit vom Parameter s € R die affine Normalform
der durch die Gleichung

(%) (sx1)2+2x1332+:13§—2:1:1—2:1:2+s—|—1:0
gegebenen Quadrik; dabei sind die Glieder in x5 parameterfrei. Wegen

(¥) <— (3734—2371%2—2:132)+S2£L'%—2£L'1—|—S+1:0
— (B4t + (142 211 +2 22 (1) + 221 (—1)) —
— (2 + (1) +2 3 - (1) +s*2] =2z +s+1=0
= (rot+a 12—l —1+20 +8%27 —22,+s+1=0
= (r1+z—12—-(1-s)r?=—s

.Tl—{—.?fg—l

erhalt man mit der Variablentransformation (Z) = ( -
1

) zunachst

u? — (1 —s%)v? = —s.

Fiir s = 0 ergibt sich u? — v? = 0, weswegen die gegebene Quadrik in diesem Fall
ein sich schneidendes Geradenpaar ist. Fiir s # 0 1&8t sich diese Gleichung in
1, 1-4

—S —S

? =1,

umformen, weswegen die gegebene Quadrik in diesem Fall genau dann eine Hy-
perbel ist, wenn die Koeffizienten _is und 1:52 von u? und v? entweder beide
positiv oder beide negativ sind; dies ist jedoch zu

1 1-—352 1—g?

>0 «— : >0 < 1>
S

—S —S

gleichwertig. Demnach beschreibt die gegebene Gleichung genau dann eine Hy-
perbel, wenn s € |—1;0[ U ]0; 1] ist.

Wir untersuchen in Abhéngigkeit vom Parameter A € R die affine Normalform
der durch die Gleichung

() ANo? 420y +29° + N2 —4=0
gegebenen Quadrik; dabei sind die Glieder in y parameterfrei. Wegen

() <= 2y +2xy+Azt=4-)\
= (4 +dzy)+2r2”=2(4-)N)
— Ay +dzy+2’) - +2X 2" =2(4 - N\?)
= (Quta)’+2rA-1a®=2(4- )\



8.22

erhalt man mit der Variablentransformation <Z) = (2 y; x) zunachst

CH2A-1)vP=2(4-N%).

Da nun der Koeffizient 1 von u? positiv ist, stellt damit (), genau dann eine
Ellipse dar, wenn sowohl der Koeffizient 2\ — 1 von v? als auch die rechte Seite
2 (4 — A?) positiv ist; wegen

20-1>0 <= 2X>1 < A>3
und
20-N)>0 <= 4-N>0 <= N <4 < -2<A<2
ist dies genau fiir A € |1,2[ der Fall.

Wir ermitteln fiir den in Abhéngigkeit vom Parameter ¢ € R gegebenen Kegel-
schnitt @ C R? mit der Gleichung

(%) (14 4t)y* + 2% + 22y + 2tz — (8t — 2t)y = —4t3 +1 — 12
die affine Normalform (und damit den Typ) mit quadratischer Ergéanzung. Es ist

(¥) <= 2?4+ 2xy+2tr+ (1+4t)y* — (82 —2t)y = —4t> +1 12

= (@P+2-zy+2-zt+P+E+2-y-1) - (P HEF2 Y1) +
+ (14 4t)y* — (82 — 2t)y = —4t> +1 — 12

= (zHy+1)’ 4 -8ty = -4’ +1

= (rty+t) (P -2yt H ) — At = 4 4 1

= (r4y+t)’+at(y—t)°’ =1,
wodurch die folgende Fallunterscheidung motiviert wird:

e Firt¢t > 0ist

(%) <— (x+y+t)2+ (2\/75(y—t)>2:1,

. . . uy [ xrx+y+t .
und mit der affinen Variablentransformation (v) = (2 V(Y — t)) ergibt

sich in u? +v? = 1 die affine Normalform einer Ellipse.
e Fiirt =0 ist
(%) <~ (:10—1—y—|—15)2 =1,

und mit der affinen Variablentransformation <Z) = (JU +ZZ// * t) ergibt sich

in u? = 1 die affine Normalform eines parallelen Geradenpaares.

e Fiir ¢t < 0 ist
(¥) = (e+y+1)7—(2vV—t(y—1) =1,

r+y+t .
ergibt
20/ —F (y — t)) &

sich in u? — v? = 1 die affine Normalform einer Hyperbel.

und mit der affinen Variablentransformation <Z) = (



8.23 Wir ermitteln fiir den in Abhéngigkeit von s € R gegebenen Kegelschnitt

K, = {(;) e R?| (%) x2+25xy+8(5+1)y2+2x:0}
die affine Normalform und den affinen Typ iiber quadratischer Ergédnzung; es ist

(x) <= (2"+2szy+2z)+s(s+1)y*=0
= (@422 (sy)+2-z-14+(sy)’+1°+2(sy)
+s(s+ 1)y = ((sy)° +12+2-(sy)-1) =0
— (x+sy+1)2+(sy2—23y—1):0
= (:c+sy+1)2+s(y2—2y):1
— (z+sy+1)°+sy—17>=1+s,

1) +

wodurch die folgende Fallunterscheidung motiviert wird:

e Fir 0 < sist

oo () ()

damit besitzt K, die affine Normalform u? 4 v? = 1 einer Ellipse.

e Fir s =0 ist
(%) — (a:—|—1)2:1;

damit besitzt K, die affine Normalform u?> = 1 eines parallelen Geraden-
paars.

o Fir —1 <s<0ist

(x) < <Ly+1>2 _ <M>2 — 1

V1+s V14 s '

damit besitzt K, die affine Normalform u? — v? = 1 einer Hyperbel.

e Fiir s = —1 ist
() <= (@—y+1)°=(y—1)°=0;

damit besitzt K, die affine Normalform u? — v? = 0 eines sich schneidenden
Geradenpaars.

e Fir s < —1 ist

. (etsyrY M:.
() = <—(1+s)>+( —(1+s)> b

damit besitzt K, die affine Normalform —u? 4 v? = 1 einer Hyperbel.



8.24 In Abhéngigkeit vom Parameter r € R ist der Kegelschnitt
K,  (1+n2*+ry*—2roy+y—a=0 (%)

zu betrachten und seine affine Normalform zu bestimmen; dabei ist der Koeffizient
von x? wie von y? nicht parameterfrei. Im Sonderfall r = 0 ergibt sich zunichst

KO : $2+y—x:0 (*)

mit

o (e )~ (o) o o (- () o

_ 1
so daf} sich mit der affinen Variablentransformation (Z) = (f ;) die affine

4
Normalform u? — v = 0 einer Parabel ergibt. Fiir r # 0 ergibt sich nun

(x) T(92—2$y+%y> +((1+r)2*—2)=0

1
= r(y2+2-y~(—x)+2-y-ﬂ+

+ar+ (5 +2-<—x>-2i)+(<1+r>x2—x>—

—r <(—x)2+ (217)2+2-(—x)-%> =0

— r(y+(—x)+2ir>2+((1+r)x2—x)— (ra:Q—l—i—as) =0

= L2 2+ 2]
r — T T 5 r = -——
Y 2r 4r

1\2
= 4r2(y—x+2—) +4raz? =1,
r

so daf sich zum einen fiir » > 0 mit der affinen Variablentransformation

(0)- (%)

die affine Normalform u? + v? = 1 einer Ellipse und zum anderen fiir r < 0 mit
der affinen Variablentransformation

(o) (rt72:)

2 — v? = 1 einer Hyperbel ergibt.

die affine Normalform u
8.25 a) In Abhéngigkeit vom Parameter s € R ist die ebene Quadrik
Qs : sr*+2s+1)azy+y=0 (%)

zu betrachten und ihr affiner Typ zu bestimmen. Wir behandeln zunéchst
zwei Sonderfille:



e Fiir s = 0 verschwindet das reinquadratische Glied in 22, und es ist

Qo : 2zy+y=0 bzw. (2x+1)-y=0;
damit ist ()9 das sich schneidende Geradenpaar = = —% und y = 0.
e Fiir s = —1 verschwindet das gemischtquadratische Glied in z y, und es
ist
Q.1 : -2 4+y=0 bzw. y = %

damit ist ()_; die Normalparabel.
Fiir s € R\ {0, —1} ergibt sich
(%) ? 22?4+ 2s(s+ D)y +sy=0

— (s2)*+2-sx-(s+1)y+2- (s+1)y=0;

2(s+1)

zur besseren Ubersicht setzen wir abkiirzend ¢t = m mit ¢ # 0 und

erhalten tiber die (wegen s # 0 und s + 1 # 0 zuléissige) affine Variablen-

transformation
u\ ST
v) \(s+1)y

(x) <= W*+2uv+2tv=0.

zunachst

Mit Hilfe quadratischer Ergdnzung ergibt sich nun

(%) (v* +2uv+0*) —v* +2tv =0

(u+v)* — (v =2tv+¢*) +1* =0

(u+v)—(v—1t)?=—t?

(utv)®  (v—t)’
2 D)

() - () =

wodurch wir iiber die erneute affine Variablentransformation

(2)=7 (%)

die affine Normalform w? — 2% = 1 einer Hyperbel ergibt.

=1

(AN

GemésB a) ist ()7 eine Hyperbel, und mit den Bezeichnungen von a) ergibt
sich fiir s = 1 dann t = }l. Fiir den Mittelpunkt der Hyperbel Q1 erhélt man
iiber die affine Normalform w? — 22 = 1 zuniichst

(=@ = () =0)

und damit



woraus sich dann

1 1 d 1 1
r=—-"Uu=—- un = ) = —
S 4 Y s+1 8
ergibt. Da nun die Hyperbel )7 punktsymmetrisch beziiglich ihres Mittel-

punkts (—}1, %) ist, bleibt sie unter der Drehung ¢ mit dem Drehzentrum

(—3, %) und dem Drehwinkel 7 invariant, es ist also ¢(Q1) = Q.
8.26 a) Wir ermitteln fiir die in Abhéngigkeit von s, t € R gegebene Quadrik
Qsi = {(x,y) ER?*| (%) sa*+2txy+y’ —y= 0}
die affine Normalform und den Typ iiber quadratische Ergénzung; es ist

(x) = (Y+2tey—y)+sz®=0

— <y2+2~y-(tx)+2.y.(_%>+

+(tx)* + (—%)2+2-(m)- (—%)) +
+sx? — ((tx)2+ (—%)2+2-(tx)- <—%)> =0

1 2
— <y+tx—§> +(s—t)a’+tr—~ =0,

und im Falle d = s — t? # 0 gilt ferner

1\2 , £\?2 1 £\ 2

(*) <~ (y+tl’—§) +d<$ +8x+(ﬁ)>_1+d<ﬁ)
= +t —1 2+d +t 2*1+t2*d+t2*8
yriteTy YTo1) T 1T 4dT Tad T ad

wodurch die folgende Fallunterscheidung motiviert wird:

e Fiir d > 0, also s > t? und damit s > 0, ist

) (2\/3(y+ta:—%))2+ (2d(x+ﬁ))2:1;

Vs e

damit besitzt Q;, die affine Normalform u* + v? = 1 einer Ellipse.
e Fiir d =0, also s = ¢, ist

1\? 1

und folglich ergibt sich ferner:
— fiir t # 0 ist

@ = (yria3) - (2a) =0

damit besitzt )5, die affine Normalform u? — v = 0 einer Parabel.



— fiirt =0 ist

() <= <y—%)2—i:0 = 2y-1)°*=1;

damit besitzt Q)5 die affine Normalform u? = 1 eines parallelen
Geradenpaars.

e Fiir d < 0, also s < t2, ergibt sich hinsichtlich des Vorzeichens von s:
— fiir s < 0 ist

) o=d(y+te-D\ (d@+L))
o= () (M)

damit besitzt Q,; die affine Normalform u? —v? = 1 einer Hyperbel.

2

— fiir s =0 ist

(x) <= (y+tz—%)2— (\/—_d(as+2t—d)>2:0;

damit besitzt Qg die affine Normalform u? — v = 0 eines sich
schneidenden Geradenpaars.

— fiir s > 0 ist

W s (2\/—_d(y+tx—§)>2+ <2d(x+2id)>2:1'

Vs Vs

damit besitzt @, die affine Normalform —u? +v? = 1 einer Hyper-

bel.
b) Die Quadrik @, besitzt gemifl der Fallunterscheidung von a)

e im Falle d # 0 (Ellipse sowie Hyperbel oder sich schneidendes Geraden-
paar) einen eindeutigen Mittelpunkt,

e im Falle d = 0 entweder keinen Mittelpunkt (Parabel) oder unendlich
viele Mittelpunkte (paralleles Geradenpaar);

damit gilt:

M = {(s,t) € R*| Q, hat keinen eindeutigen Mittelpunkt }
— RQ — _ RQ 42 ]
{(s,t) e R*| d =0} T {(s,t) e R* | s =7}

Folglich ist M eine Parabel.
c) Fiir alle (s,t) = R*\ M gilt d # 0 gem#f b), und die Quadrik Q,; besitzt

einen eindeutigen Mittelpunkt my,; geméf der Rechnung von a) gilt fiir
diesen u = 0 und v = 0, wegen

1 1
u=0 <~ y+tm—§:0 — y:—tx—i—E

und ; ; ;
0= 14+ —=0 ¢ r=—"=— "
v SRy SRS R Y P



also

1
= —t - = -t — - = - .
Y=ty 25— 2 2(s-0) 26-0)

Es ergibt sich also der Mittelpunkt

My = (2(; B 2<ss—t2)>'

8.27 Die ebene Quadrik

le{(z) ERQ\x2+2xy+3y2:1}

besitzt die Gleichung

(.T y) -A;- (;j) =1 mit Al = (1 Zl))) S R2*2,

Wegen

det(A; — A\ Ey) = ‘1 A

) 3_)\’:(1—)\)(3—>\)—1:)\2—4>\+2

fiir alle A € R besitzt A; die beiden Eigenwerte

() £ /(—42 4.2 4+
Ao = (=4) ; ) 2\/§:2i\/§>0;

damit gibt es eine orthogonale Matrix P; € O2(R) mit

A O
P1TA1P1=D1=(01 )\2>7

wobei in den Spalten von P; normierte Eigenvektoren der Matrix A; zu den beiden

Eigenwerten A; und As stehen. Die Variablentransformation <§) =P - (Z))

fithrt nun die gegebene Gleichung

(« y)~A1-(§>:1

in die Gleichung

(w z).pJAlpl.(f):1 bow. (w z).Dl.(f>:1,

also

/\1w2+)\222:1 bzw. 2—|— =1



iiber; letztere stellt die euklidische (metrische) Normalform dar. Damit ist ¢
eine Ellipse mit den Hauptachsenabschnitten
1 1

1
und =

1
VA V2-°2 VoYRERVOIINGY
Die ebene Quadrik

Q2:{<z) ERQ\x2+4xy+6y2:1}

besitzt die Gleichung

(x y).A2.<§):1 mit AF(; 2)61&22“.

Wegen

1— 2
det(Az—uEa)Z‘ 2“ 6_u‘=(1—M)(6—u)—4=u2—7u+2

fiir alle 4 € R besitzt Ay die beiden Eigenwerte

(=N (-7)2-4-2 TV
— > —

2

1,2 > 0;

damit gibt es eine orthogonale Matrix P, € O5(R) mit

T (0
%&%—%—(Om)

wobei in den Spalten von P, normierte Eigenvektoren der Matrix A, zu den beiden

Eigenwerten p; und ps stehen. Die Variablentransformation (";) =P- (ZU)

fithrt nun die gegebene Gleichung

(x y)-AQ-G):1

in die Gleichung

(w z).PJAQPQ-(f)—1 baw.  (w z)-DQ-(Zf)—L

also

w4 g 2t =1 bzw. 5 + =1

() ()

tiber; letztere stellt die euklidische (metrische) Normalform dar. Damit ist @
eine Ellipse mit den Hauptachsenabschnitten

1 V2 1 V2

und

Vil T NN N

Insgesamt erhélt man also das folgende Ergebnis:




e Die ebenen Quadriken )7 und Q)5 sind zwei Ellipsen und damit jeweils zum

8.28 a)

Einheitskreis und folglich auch zueinander affin dquivalent.

Die beiden Ellipsen @; und Q9 sind aber nur dann auch euklidisch (me-
trisch) dquivalent, wenn sie dieselben Hauptachsenldngen besitzen; dies ist
hier genau dann der Fall, wenn die beiden kleineren Eigenwerte \; und uy
und die beiden grofleren Eigenwerte Ao und ps der beiden Matrizen A; und
Ajs iibereinstimmen. Wegen A\; # p; und Ay # ps sind nun @ und @2 nicht
metrisch dquivalent.

Die ebene Quadrik

Q1:{<:;> ER2|m2+4xy+6y2:1}

besitzt die Gleichung

(Z’ y) . A1 . (;) =1 mit Al = <; 2) S R2X2.

Wegen

5 6_)\‘:(1—)\)(6—)\)—4:)\2—7/\+2

fiir alle A € R besitzt A; die beiden Eigenwerte

—(-N) /(-T2 —4-2  7+41
A1,2:() é) _ \/_>o;

2

damit gibt es eine orthogonale Matrix P; € Og(R) mit

A0
PlTAlplle:(()l )\2)7

wobei in den Spalten von P, normierte Eigenvektoren der Matrix A; zu den

beiden Eigenwerten A; und A, stehen. Die Variablentransformation <§) =

P - (Z]) fithrt nun die gegebene Gleichung

in die Gleichung

(w z)-PJA1P1-<‘ZU)—1 baw.  (w z)-D1-<‘Z")—1,

also
Mw?+ XNz =1 bzw. 5 + =1




tiber; letztere stellt die euklidische (metrische) Normalform dar. Damit ist
(21 eine Ellipse mit den Hauptachsenabschnitten

1 V2 1 V2

und =

VA VT va V2 T+V/41
Die ebene Quadrik

ng{(?j) €R2|x2—|—6xy+12y2:1}

besitzt die Gleichung

T . 1 3 %
(a: y).AQ.(y)zl mit A2:(3 12>€R2 2,

Wegen

1—p 3

’2(1—u)(12—u)—9=u2—13u+3

fiir alle p € R besitzt Ay die beiden Eigenwerte

—(-13)+ /(132 —4-3 13+ /157
= >
2 2
damit gibt es eine orthogonale Matrix P, € O9(R) mit

P APy = Dy — (’“‘1 O),

Hi2 = 0;

0 125
wobei in den Spalten von P, normierte FEigenvektoren der Matrix A zu den

beiden Eigenwerten 1y und po stehen. Die Variablentransformation <§) =

P - (ZJ) fithrt nun die gegebene Gleichung

(x y) ’ (y)
in die Gleichung

(w z).p;Agpz.@) 1 baw. (w z).DQ.(‘j) 1,

also

w4 g 22 =1 bzw. 5 + 5 =1
1 1
(@) ()
tiber; letztere stellt die euklidische (metrische) Normalform dar. Damit ist
()2 eine Ellipse mit den Hauptachsenabschnitten

1 = V2 und L V2
Vin /13— V157 Viz /13 + V157

Insgesamt erhélt man also das folgende Ergebnis:




e Die ebenen Quadriken )7 und ()5 sind zwei Ellipsen und damit jeweils
zum Einheitskreis und folglich auch zueinander affin dquivalent.

e Die beiden Ellipsen ); und ); sind aber nur dann auch euklidisch
(metrisch) dquivalent, wenn sie dieselben Hauptachsenldngen besitzen;
dies ist hier genau dann der Fall, wenn die beiden kleineren Eigenwerte
A1 und pq und die beiden grofleren Eigenwerte A\ und ps der beiden
Matrizen A; und A, iibereinstimmen. Wegen A\; # p; und Ay # o sind
nun )7 und ) nicht metrisch dquivalent.

b) Wir bestimmen die affinen Normalformen der beiden Quadriken ()7 und @5
mit Hilfe geeigneter quadratischer Ergénzungen: Wegen

P Hdzy+6y° =1 <= (2429)2 422 =1 <= (2+29)*+(V2y)? =1
erhélt man mit der Variablentransformation
w\  (r+2y\ x . (1 2
(5) = () =1-() e m=(o V)
die affine Normalform w? + 22 = 1 der Ellipse @;; damit bildet aber die
Affinitat
:R? = R?, (x>_T'(x)’
S fi y 1y
die Ellipse @)1 auf den Einheitskreis K ab. Wegen
P H6ry+12y° =1 <= (24+3y)°+3y° =1 < (2+3y)*+(V3y)* =1
erhdlt man mit der Variablentransformation
w r+3y T ) 1 3
= == T * T =
(5) = () =7 () e == 13)
die affine Normalform w? + 22 = 1 der Ellipse Q; damit bildet aber die

Affinitéat
f2:R2_>R2a f2(§>:TQ(§>a

die Ellipse )> auf den Einheitskreis K ab. Insgesamt ist dann die Hinter-
einanderausfithrung

f=Fflofi:R? =R, f(“")zT;*Tl-(x),

Y Yy
eine Affinitat die die Ellipse 1 auf die Ellipse (), abbildet; dabei ist
o (13 (1 2L (VB =3) (1 2 _
277 \0 V3 0 v2) v3\o 1 0 v2)

S )- ()

3

V3



8.29 Die ebene Quadrik

Ql:{(;) €R2|5x2—|—4my+2y2—1:0}

besitzt die Gleichung

(ZE y) CA; - (z) =1 mit A = (g ;) € R?x2,

Wegen

—(5-A)(2-\) —4=

22—
=(N=TA+10) —4=X-TA+6=(A—1)(A—6)

fiir alle A € R besitzt A; die beiden Eigenwerte \; = 1 und \y = 6; wegen

4 2 2 1 ) -1
A1—)\1E2:(2 1)->(0 0) ist v1:(2>

ein Eigenvektor von A; zum Eigenwert \; = 1, und wegen

-1 2 1 =2 . 2
Al—A2E2:(2 _4>W(0 0) 1st U2—(1)

ein Eigenvektor von A; zum Eigenwert Ao = 6. Mit der orthogonalen Matrix

() () 1 —1 2
P = —’— = — EO R
! (Hle Hle) \/5(2 1) 2(R)

und der Diagonalmatrix

D1 = dlag ()\1, )\2) = <é g) € szz

ergibt sich P1T AP, = Dy, so dafl die Variablentransformation (i) =P (w)

x
x <Ay =1
@ - (7)
in die Gleichung

(w z)~P1TA1P1~(Z)):1 bow.  (w z)~D1~(7j>:1,

die gegebene Gleichung

also
1L-w?+6-22=1 bzw. —+——=1

iiberfiihrt; letztere stellt die euklidische (metrische) Normalform einer Ellipse mit
den Hauptachsenabschnitten 1 und \/ié dar. Die ebene Quadrik

QQ—{(Z) €R2]3x2+6xy+11y2—2—0}



besitzt die Gleichung

T . 3 3 %
(91: y).A2.<y>:2 mit A2:<3 11)€R2 2,

Wegen

3 — 3
det(AQ_/,LEQ):’ 3# 11_#':(3_M)<11_M)_9:

= (1 —14p+33) —9=p" —1p+24=(p—2)(n—12)

fiir alle 4 € R besitzt Ay die beiden Eigenwerte py = 2 und puy = 12; wegen

1 3 1 3 . -3
AQ—M1E2=(3 9)W(0 0) 1st w1:(1>

ein Eigenvektor von As zum Eigenwert p; = 2, und wegen

-9 3 3 —1 . 1
wnne(33)-(3) = we()

ein Eigenvektor von Ay zum Eigenwert ps = 12. Mit der orthogonalen Matrix

w1 w1 1 -3 1
Py = , - € O5(R
: (leu leu) \/_10(1 3) 2(R)

und der Diagonalmatrix

. 2 0
Dy = dlag (#17#2) = (0 12> € RQXQ

ergibt sich PQT Ao Py = D5, so daf3 die Variablentransformation (5) =P (w)

x
x <Ay - =2
@0 ()
in die Gleichung

(w 2)- P AP, - (Z) =2 baw.  (w z)-Dy- (f) =2,

die gegebene Gleichung

also

w? 22

2-w'+12-22=2  bzw. ?jLﬁ:l
(%)
iiberfiihrt; letztere stellt die euklidische (metrische) Normalform einer Ellipse mit
den Hauptachsenabschnitten 1 und \/ig dar.
Da nun die beiden Quadriken @7 und Q- dieselbe euklidische (metrische) Nor-
malform

E:w——l—




besitzen, sind sie euklidisch (metrisch) dquivalent; dabei wird die Ellipse E in eu-
klidischer (metrischer) Normalform nach obiger Rechnung durch die orthogonale

Abbildung
L2 2 w Ty ) w
fR SR, (Z) - (y) s (z)

auf die Ellipse ); sowie durch die orthogonale Abbildung

pewom (1)= ()= ()

auf die Ellipse )2 abgebildet; folglich bildet aber die orthogonale Abbildung

mit
1 -3 1 1 /-1 2
p-1_p .pT _ R —
Py Pl=p,. P 1O<1 3) 5(2 1)

1 1
:L(5 —5>: iy
5v2\9 O VoG

8.30 a) Wir bestimmen die affinen Normalformen der beiden Kegelschnitte

die Ellipse ); auf die Ellipse ()2 ab.

Q1 @ (¥) 22 +4ay+3y°+2y=1
Qs : (%) 32°—2axy+ay’=1
mit Hilfe geeigneter quadratischer Ergédnzungen:

e Fiir den Kegelschnitt ); erhélt man wegen

(x) <= 2@ +2zy+y*)+ (V¥ +2y) =1
= 2@+y)’+ @ +2y+1)=1+1
— 2@+y)’+y+r1)’=2

= (x+y)2—l—<%(y+1))2:1

mit der Variablentransformation

()=o)

die affine Normalform w? + 2% = 1 einer Ellipse.

e Fiir den Kegelschnitt Q2 erhélt man wegen

(x) <= 3(x2_2x<§y> + (%y>2> +ay2—3<%y>2:1

a \2 3a-—a?
< 3<x—§y> _



— im Falle 3a — o > 0 mit der Variablentransformation

- ()

die affine Normalform w? + 22 = 1 einer Ellipse,
— im Falle 3a — o® = 0 mit der Variablentransformation

()= (70 )

die affine Normalform w? = 1 eines parallelen Geradenpaares und

— im Falle 3o — a? < 0 mit der Variablentransformation

- ()

die affine Normalform w? — 2% = 1 einer Hyperbel.

Damit sind die beiden Kegelschnitte ()1 und Q)3 genau dann affin dquivalent,
wenn mit )1 auch ()9 eine Ellipse ist; dies ist genau dann der Fall, wenn
3a—a? > 0 gilt, also fiir a € ]0; 3[.

b) Fiir den Fall @ = 1 sind die beiden Kegelschnitte ); und @2 Ellipsen und
damit zum Einheitskreis K : w? + 2% = 1 affin fquivalent; gem#$ den in a)
ermittelten Variablentransformationen bildet die Affinitéit f; : R? — R? mit

()= (50) =0 2)-()+(2)
bzw. fo : R2 — R? mit
s0)- (") -(0 5)6)

die Ellipse Q1 bzw. )5 auf den Einheitskreis K ab. Insgesamt ist damit aber
fyto fi i R? = R? mit

en() - (5 3) (6 2-0-(0)
D)

eine Affinitét, die die Ellipse @ (iiber den Einheitskreis K) auf die Ellipse
(> abbildet.



8.31 a) Die gegebene Quadrik
Q:{(z)€R2|5$2+2xy—|—5y2—2\/§$+14\/§y+10:0}.

besitzt die Gleichung

( y)-A-<z)+bT-(g)+c=o

_ (21 2x2 (—2V2 2 _
A—( >ER , b—(14\/§)ER und c¢=10 € R.

mit

Wegen

5—A 1

‘:(5—)\)2—12:(4—)\)(6—/\)
fiir alle A € R besitzt A die beiden Eigenwerte \; = 4 und A\ = 6; wegen

ein Eigenvektor von A zum Eigenwert \; = 4, und wegen

(-1 1 -1 1 . (1 9
A—)\zE_<1 _1)w(0 O) ist v2—<1>ER
ein Eigenvektor von A zum Eigenwert \s = 6. Mit der orthogonalen Matrix
U1 V2 1 -1 1
(i) B o
lodll™ fleall ) V211
und der Diagonalmatrix

D = dlag ()\1, )\2) = (é 2) € szz

gilt dann P AP = D. Die Variablentransformation (g) =P <:j) fithrt

nun die gegebene Gleichung

T T X
x “A- +0b - +c=0
@) <y) (y)
in die Gleichung

(v v)-PTAP. <Z) +b'P. (:) +e=0,

(u v)-(gl 2)~(g)+(—2\/§ 14&)-12(_11 1)-(3)4@0—0,



und damit
4u> + 602+ 16u+ 120 =—10

iiber. Mit Hilfe quadratischer Ergénzung ergibt sich ferner
4(u+4u+4)+6 (" +2v+1) =—-104+4-4+6-1
und damit

4(u+2)2+6(w+1)%*=12,

so daf} sich mit der Variablentransformation (f) = (Z i i) die Gleichung

w? 22 w? 22

+ —==1 bzw.

ergibt; wir erhalten damit in

2 2
Q= (w)GR’w2+Z2:1
? V3T V2
die euklidische (metrische) Normalform einer Ellipse.
b) GeméB a) ergibt sich

()= () =r(220)-
= (9 () E) = (1) 5 ()

e ()-()-r ()

1 /-1 1 1 1
P=— € 0s(R und t=— € R?
50 1) com 7 ()
eine Bewegung, die die Ellipse )" auf die Ellipse ) abbildet.

damit ist

mit

8.32 Der gegebene Kegelschnitt
Q: {<zl> €R2 | 3xf—2x1m2+3x§+6x1—2x2+1:0}
2

besitzt die Gleichung

((L’l xg)A(m1)+bT (x1)+020
T2 T2

A—(3 _1)€R2X2, b—(_62)6R2 und c=1¢eR.

mit



Wegen

33— —1
xa(A) =" L[ FE=N ()P =2 NE - N
1 3-A
fiir alle A € R besitzt A die beiden Eigenwerte A\ = 2 und Ay = 4; wegen
1 -1 1 -1 . 1
A—)\1E2—<_1 1)~=>(0 O) ist vl—<1>
ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A\; = 2, und wegen
-1 -1 -1 -1 . -1
A_AQEQZ(_l _1)W<O O) 1st U2—<1>

ein Eigenvektor von A zum Eigenwert \; = 4. Mit der orthogonalen Matrix

1 1
Pz( V1 ’ V2 ): \{Q 1\/5 EOQ(R)
[oa]l™ vzl VARG

und der Diagonalmatrix

D = dlag ()\1, )\2) = <(2) 2) € R2X2

gilt dann PTAP = D. Mit der Variablentransformation (i1> =P <zl> ergibt
2 2
sich die Gleichung

(yi yo) PTAP <y1> +b'P (yl) +c=0,

Y2 Y2
also
(yl y2) (g 2) (Z;) + (6 —2) . % (1 _11) (‘Z;) +1=0,
und damit 4 8
2y%+4y§+ﬁy1 — Ey2+1 =0.

Mit Hilfe quadratischer Ergdnzung ergibt sich

also

(o ) (o)



+
so daf} sich mit der erneuten Variablentransformation ( 1) _ (7 vZ | dann
<2 Y2 =15
22 22
222 4425 =2, also 1_;+<L2)2:1’
V2

die euklidische (metrische) Normalform einer Ellipse mit den Hauptachsenab-
schnitten 1 und \% ergibt. Damit sind ) und der in Abhéngigkeit vom Parameter
t € R gegebene Kegelschnitt

Qt:{(il) € R?*| (%) a:f—i—tx%—thg%—t—l:O}
2

genau dann kongruent, wenn auch @); eine Ellipse mit den Hauptachsenabschnit-
ten 1 und \/Li ist; wegen

(%) <= xf+t(:€§—2x2—|—1) =1 < xf+t(x2—1)2:1,

mit der Variablentransformation <Zl) = < 1 ) also
Z9 Lo — 1

(*) <= 2l +tz =1,
ist dies genau fiir ¢t = 2 der Fall.

8.33 a) Die Schnittpunkte von Q; und @5 sind genau diejenigen Punkte (z;y) € R?
deren Koordinaten sowohl der Ellipsengleichung

72 y?
= =1
@ a? + a’?—1
als auch der Hyperbelgleichung
72 y?
: ——==1
CiTTE R

geniigen; wir haben also das lineare Gleichungssystem

2 2
2 2

in den Unbestimmten 22 und y? zu l6sen. Mit Hilfe des Additionsverfahrens
ergibt sich iiber ,,(a® — 1) - (I) 4+ % - (I1)“

a’?—1 b?
( +1_62)-x2:(a2—1)+b27

a?

a2—1+ ¥ oo (a*—1)-(1-b)+a®- b a®—140°
a? 1—v2 a?- (1—10%) a2 (102




also 2 (1 _p2
1:2——(;2'_(1__‘_@)-(a2—1+b2)—a2'(1—b2),

und damit iiber Gleichung (I)

Lo o)

2
=1
a? a? -1 y ’

also
1

a2—1

xr==xav1—b? und y=+bva®—1,

weswegen die Ellipse @)1 und die Hyperbel @); die vier Schnittpunkte

Y =b? bzw. =0 (a2 — 1) :

Damit ist

(a\/l—bz,b\/a2—1) (a\/l—bQ, —bva? —1)
(—a\/l—b2,b\/a2—1) (—a\/l—bQ, —b\/a2—1)
besitzen.

Wir betrachten nun den im 1. Quadranten liegenden Schnittpunkt

S = <a\/1—b2, b\/a2—1> € Q1N Qs.

Die Tangente Ts(); an die Ellipse ()7 im Punkt S besitzt die Gleichung

avV1i—0-x bva®—1-y
+ =1,
a? a?—1
es ist also
V1 — b2
TSQl ST+ y:17
a a?—1

und die Tangente Ts()> an die Hyperbel (05 im Punkt S besitzt die Gleichung

a\/l—b2~:c_b\/a2—1‘y_1
1— 02 b2 -

es ist also

TsQo

: oy =1.
N Y

Damit sind aber

Nz
Uy = ¢ und Uy = V\}%
Va2-1 b

Q

Normalenvektoren der Tangenten Ts()y und Ts()s; wegen

~Oﬁv_\/l—bQ a N b B a? —1 _0
etz = a V1=02 Va2 -1 b B

schneiden sich die Tangenten Tg(); und Ts()s unter einem rechten Winkel.




8.34 a) Die beiden Asymptoten

besitzen die Gleichungen
g br—ay=0 und g2 br+ay =0,

also die Normalenvektoren

%2_<£) der Linge [t 2]l = /0? + (+a)? = Va2 + b?

und damit die Hessesche Normalformen
S bx—ay br+ay

Folglich besitzt der Punkt P = (z¢,9o) € R? zu den beiden Asymptoten g,
und g9 die Absténde

und go

bxy — a1y

Va? + b?

b) Fiir einen Punkt P = (¢, yo) auf der Hyperbel gilt

by + ayo

d(P,g)) =
(.91 N

und d(P,g2) =

Yoy

a2 b2
und damit

bxg — ayo . bro+ayy|
bxo—ay().bxo—kayg B
(bxog —ayo) - (bxo+ay)|

(mf -

v (3-)

d(R q) - d(R G2) =

b* g —a’ys| _

(l2+b2 a2+b2
_ @b w w|_ @bt
a2 +b% a2 b2 a? 4+ b?’

=1

8.35 Fiir den Abstand d(P, R) des Punktes P = ( ) € R? vom Punkt R = (}) gilt

AP, R) = | P~ R| = H (22 )H T gD



Ferner besitzt die Gerade ¢ mit der Gleichung  + y = 0 den Normalenvektor
g = G) der Lange ]| = V12 +12 =2

und damit die Hessesche Normalform

:v—i—y_

12 0;
V2
fiir den Abstand d(P,¢) des Punktes P von der Geraden ¢ gilt demnach
p+q
d(P,0) = |—=|.
o=
Damit ergibt sich
d(P,R)=2-d(P,0) < /(p—12+(q—1)2=2- ‘p+q
V2
p+q\’
= — 1)+ _12:4.<_)
(p=1"+(g—1) 7%
= P o2F 14 -2+ 1 =2 +dpg+2¢

= p +Apg+q¢@ +2p+2¢=2.

Folglich ist die Menge H C R? aller Punkte P, die vom Punkt R doppelt so weit
entfernt sind wie von der Geraden /, die Quadrik

H = {(g) cR? | (%) p2+4pq+q2+2p+2q—2}.
Wir bestimmen den affinen Typ von H mittels quadratischer Ergénzung:
() <= P’ +Apg+@F+2p+2¢=2
= (p2+4pq+2p) +q*+2q =2
= PP+ +12+2-p-2¢)+2-p-1+2-(29)-1)
—((29)*+12+2-(29)- 1) +¢* +2¢ =2

= (Pp+20+1)7— (4 +1+4q) +¢* +2¢ =2
—= (p+2+1)°—-32-2¢=3
1 1\2 1\2
20+1)2 =32 +2 = - =3-3-(=
(p+2¢+1) (q +2 3 q+(3)> (3)
1\? 8
<— (p-|—2q+1)2—3<q+§) :g

3 s, 9 1\?
= = 2+ 1) -2 -] =1
8(p+ q+1) 8(q+3>

Mit der affinen Transformation

(- (")~ (7 5) 03

ergibt sich die affine Normalform s? — t? = 1; damit ist H C R? eine Hyperbel.



8.36 Fiir den Abstand d(P, R) des Punktes P = (];) € R? vom Punkt R = (1) gilt

-1
arr) =P -rl=|(221)| = Vo Dr TG
Ferner besitzt die Gerade g mit der Gleichung = 4+ y = 0 den Normalenvektor

Uy = (1) der Linge 1T,]| = V12 + 12 = V2

und damit die Hessesche Normalform
rT+y
g =
V2

fiir den Abstand d(P,g) des Punktes P von der Geraden ¢ gilt demnach

0;

P+q
)

V2

Damit ergibt sich

p+q
d(P,R) =d(P,g) <= \/(p—1)2+(q—1)2:‘—’
V2
p+aq\’
— —1)%+ _12—( )
(P—1"+(@-1) %
2 9 2
= p2—2p+1+q2—2q+1:%
P’ ¢ B
— E_pQ+E—2p—2q+2—0
<~

pP=2pg+q¢ —4p—4g+4=0

Folglich ist die Menge @ C R? aller Punkte P, die vom Punkt R und der Geraden
g denselben Abstand haben, die Quadrik

Q= {(g) cR? | (%) p2—2pq+q2—4p—4q+4:0}.
Wir bestimmen den affinen Typ von () mittels quadratischer Ergdnzung:
(¥) <= p"—2pq+q¢* —4p—4q+4=0
— (PP—2p¢—4p)+¢—4g+4=0
= P+ +2p () +2-p- (-2)+2- (=) - (-2))
— (=0 + (=2 +2- (@) - (=2)) + " —4g+4=0
= p-q¢-2°—(F+4+49)+¢* —4¢+4=0
= (p—q-2°-8¢=0

Mit der affinen Transformation

(=576 )@+ ()

ergibt sich die affine Normalform s? — ¢ = 0 einer Parabel.



8.37 Fiir den Abstand d(X, P) des Punktes X = (Z) € R? vom Punkt P = (i) gilt

ax. P =Ix - Pl = | (023 | = Vs

Ferner besitzt die Gerade L = R - u;, mit dem Richtungsvektor u; = (_43) den

25" 2577 " 25
16p? — 24pq + 9¢* — 150p — 200g + 625 = 0

Normalenvektor
Uy = uy = (i) der Linge U] = V32 +42 =25 =5
und damit die Hessesche Normalform
I 3r+4y _
5
fiir den Abstand d(X, L) des Punktes X von der Geraden L gilt demnach
3p+4
d(X, L) _‘ pt q‘.
5
Damit ergibt sich
3p+4
dXP) =X D) = VB aE = [P
3p+4q)\’
= -3+ -4 = ( = q)
9p? + 24 164>
= pP’—6p+9+¢*—8¢+16= Pt 2p5Q+ d
16 24 9
— —p*——pg+-—¢*—06p—8¢+25=0
—

Folglich ist die Menge K C R? aller Punkte X, die vom Punkt P und der Geraden
L denselben Abstand haben, die Quadrik

K:{(i) € R? | 16p2—24pq+9q2—150p—200q+625:0};

sie besitzt also die Gleichung

(p Q)'A‘<§>+bT-(§)+c:O

. ( 16 —12> c szz, b= (_150) cR?> und c¢=625¢cR.

mit

—200

(9—\) — (-12)* =

= 144—25)\+)\2)—144—)\2—25)\ (A—25) -\



fiir alle A € R besitzt A die beiden Eigenwerte A; = 25 und Ay = 0; wegen

9 —12 3 4 _ —4
A_)‘IE2:(—12 —16)W<0 o) ot ”1_(3)

ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A\; = 25, und wegen

16 —12 4 -3 . 3
(5 )09 m e

ein Eigenvektor von A zum Eigenwert Ay = 0. Mit der orthogonalen Matrix

v Uy -2 ¢
5= (m m) - (% %) € O:(R)

und der Diagonalmatrix

D= dlag ()\1, )\2) = (205 8) € RQXQ

gilt dann STAS = D. Mit der Variablentransformation (Z ) =9 (Z) ergibt sich
die Gleichung

(u v) STAS Cj) +b'S (Z) +e=0,

(u ) <205 8) (g) + (=150 —200) - % (_34 Z) <Z‘) +625 =0,

und damit

also

25u? — 2500 + 625 =0 bzw. u? —10v + 25 = 0.

Es ergibt sich damit

mit der erneuten Variablentransformation (f) = (v 3 é) also in

9 w
— 10z = W. — —z=
w 0z=0, bz 10 z =10,

die euklidische (metrische) Normalform einer Parabel.

8.38 a) Die Verbindungsgerade L; der Punkte (1,0) und (¢,¢) besitzt den Tréger-

punkt
1
= (o)

sowie den Richtungsvektor



und damit die Parameterdarstellung

1 t—1
Li=tr +R-up = <O)+R'( " )§

die Verbindungsgerade M, der Punkte (0, 1) und (—t, —t) besitzt den Tréger-

punkt
0
w= (1)
sowie den Richtungsvektor

o= ()= (1) =)

und damit die Parameterdarstellung

0 —t

Fiir den Schnittpunkt P, der beiden Geraden L; und M; gibt es nun Para-
meter A, u € R mit

W () =r= () (1)

N "

Pely PyeM;

wodurch sich das lineare Gleichungssystem

t—1 ¢t (A (1
t t+1 pw) 1
ergibt; wegen
t—1 ¢t -1 -
t t+1 1 111

- -1 -1 -2 - -1 -1 -2 -
t t+1 1 +¢-1 0 1 1 -2t ) 14n
-1 0| —1-2¢ 10 2t +1
~> ~
0 1| —2¢t+1 )1\ 0 1| =2t+1
ist \=2t+1und p = —2¢+ 1, wodurch man schlie§lich

1 t—1 212 — t
B—(0>+(2t+1)-( . >_(2t2+t)
erhalt.

GeméB a) besitzt der Schnittpunkt P; die beiden Koordinaten

T, =21 —t und Y = 242 4+ t;

wegen
(@ — ) = (282 — 1) — (282 +1))" = (—21)* = 4¢?



8.39 a)

und
zty =20 —t)+ 202 +1) =4¢
gilt also
(2 — yt)2 =Tt + Y,
weswegen P; auf der ebenen Quadrik
C={(z,y) eR| (z—y)* =2 +y}
liegt. Mit der affinen Variablentransformation
wy _(x—y) _ (1 -1\ [z
v) \z+y/) \1 1 y
—_——
€GL2(R)
ergibt sich hierfiir die affine Normalform
u® =0 bzw. u?—v=0

einer Parabel.

Die Gerade b durch die Punkte A = (_01> und C = (i) besitzt den

Tragerpunkt A und den Richtungsvektor u, = C' — A = <t _It_ 1), folglich

den Normalenvektor u, = ui- = ( y :_tl), und damit die Gleichung

a,,o@) —UoA  bzw. —tz+(t+1)y=t

Die Hohe hp des Dreiecks ABC' durch die Ecke B = (1) steht auf der Seite

b durch die Ecken A und C senkrecht; folglich besitzt hp den Tragerpunkt
B und den Normalenvektor u;, und folglich die Gleichung

ubo(g):uboB bzw. t+)x+ty=t+1.

Die Seite durch die Ecken A und B stimmt mit der z—Achse iiberein; daher
ist die Hohe he durch den Punkt C' eine Parallele zur y—Achse und besitzt
die Gleichung =z = t. Die Koordinaten des Hohenschnittpunkts H = ($H)

Yu
des Dreiecks ABC' miissen nun den Gleichungen der beiden Héhen hp und

h¢ geniigen; aus
(t+1)axg+tyg=t+1 und rg =1t
folgt zunéichst (t+ 1)t +tyyg =t + 1, also
tyg =+ 1) —(t+D)t=>0C+1)(1—1t) =11,

und wegen t # 0 ergibt sich

1 1 .
Yo = PR .



d) Die Koordinaten z; =t und y; = % — t des Hohenschnittpunkts H geniigen
der Gleichung

—t=——=x bzw. ry=1-—2a%
x

~ | =

y g
damit liegt H auf der Quadrik @) des R? mit der Gleichung
2 4+zy—1=0;

wegen
2 2
P hry—1=0 < (22+2.2-7 (Q) —(g> =1 —
2 2 2
2 2
— <$+%> —(%) =1 <— w?—-22=1

y
x+2

mit der Variablentransformation <1§> = ( y ) ist () eine Hyperbel.

2

8.40 In der euklidischen Ebene R? betrachten wir die Quadrik

E = {(;;) ER2|x2+xy+y2—2m—y—1:0},
und mit dem quadratischen Term
Q,y) =2’ +ay+y’ —20—y—1
gilt also
(g) EF <<= Qr,y) =0 fiir alle (Z) € R?%;
die Aufgabenstellung gibt vor, daf es sich bei £ C R? um eine Ellipse handelt.
a) Wir betrachten die beiden affinen Abbildungen

ewom ()= (% 0)-() (1) - (20,
meow (0 =(00) () () - (1),

0 -1

-1 0
. . . . .. x . T 1—y .
unter ¢ ist wieder eine Ellipse; fiir alle Y € Fist g y = mit

Wegen A, = € O3(R) ist ¢ eine Bewegung, und das Bild von F

1—=x

Ql-yl-2z) = 1-y’+(1-y) 1-2)+1-2)
—2-(1-y)-Q1-2)-1
= 1-2y+)+(1l-2-y+y-2)+ (1 -2z +27)
+(—2+2y)+(-1+2)-1
= 22+ax-y+yP—2r—y—1 = Q(z,y) = 0,



also ¢ (5) € FE, so dafl E unter ¢ invariant bleibt. Ferner ist 7 wegen

A = (1) (1) € 02(R) eine Bewegung, und das Bild von E unter 7 ist
. . . .. T . x y+1 .
wieder eine Ellipse; fiir alle € Fist 1 = mit
Y Y r—1

Qu+1l,z-1) = W+’ +Wy+1) - (@—1)+ (z—1)
2. (y+1)—(z—1)—1
= (P+2y+ )+ @y rz—y+a—1)+ (2> -2z +1)
+(2y—2)+(—z+1)—-1
= 2*+ry+y* —2r—y—1 = Q(x,y) = 0,

also 7 (z) € F, so dafl F unter 7 invariant bleibt.

Wir bestétigen zunéchst, dal die beiden Bewegungen ¢ und 7 tatsédchlich
Achsenspiegelungen der euklidischen Ebene R? sind, indem wir nachweisen,
daB ihre Fixpunktmengen

= {()ex1-()-0)
o {)x1-()- ()

affine Geraden sind; diese stellen die beiden Spiegelgeraden dar. Wegen

#()=0) = (=2)-0) =

und

00 — -0 —
() = (4 90-0)
g, = <é> YR G) .

Da geméf a) die beiden Spiegelungen ¢ und 7 die Ellipse £ invariant las-
sen, miissen die zugehorigen Spiegelgeraden g, und g, die Hauptachsen der
Ellipse sein; diese schneiden sich im Mittelpunkt m der Ellipse E, und wegen

9o N gr = { ((1)) } ergibt sich m = ((1)) € R%



c)

Man betrachte die Transformation

u\ [z 1y [x—1Y\
v)  \y) \o)  \ y )’
fiir <;> € R? ist damit
Qx,y) =0 Qu+1,v)=0
(u+1)P+@w+1) v+ =2-(u+1)—v—-1=0
(W’ +2u+1) + (u-v+0)+0°
F(—2u—2)—v—1=0
(*) w’4u-v+0v>—2=0.

I 1t

Es ist () die gesuchte Gleichung von F im u—v-Koordinatensystem nach
der Verschiebung in den Mittelpunkt; sie enthélt keine linearen Terme mehr.

Es ist
1 U
2. _9_
1) (v 2=0.

1
1

(*) <= (u v)(

N = p—

1
Die Eigenvektoren der symmetrischen Matrix A = i € R?*2 stimmen

2
mit den Richtungsvektoren der Hauptachsen der Ellipse E, gemifl b) also

mit den Richtungsvektoren v; = ( 11) und vy = G) der Spiegelgeraden

von ¢ und 7 iiberein; wegen

= ()G (-5 ()3
o 000301+

sind \; = % und Ay = % ie zugehorigen Eigenwerte, so dafl sich mit der

orthogonalen Matrix

P=(r ) = (3 ) <o®

und der Diagonalmatrix

(SIS

1
D= dlag ()\1 )\2) = ((2) g) c RQXZ
2

die Bezichung P" A P = D ergibt. Mit der Hauptachsentransformation

(£)=r-(%)



erhalt man schlie3lich

(%)

!

!

(N A

-
(w z) P AP) p

19 w

2 . 9

(w z) (0 % . 2=0
1 3
§w2+§2’2=2
1 3
1w2+122:1
w? 22
— + = 1.
7 (7

Die die euklidische (metrische) Normalform von E lautet demnach

w? 22
B S
e

8.41 a) Fiir die im (z,y)-Koordinatensystem gegebene Ellipse E mit den Scheitel-

punkten

_ (0 d _ (4 i _ (! d _ (3
51 = 3 un Sy = 1 sowie S3 = 0 un S4 = 9

ergibt sich:




Damit besitzt die Ellipse E' den Mittelpunkt

51+ S2 S3 + 84 2
m = = =
2 2 1

sowie die beiden Hauptachsen

w=m+R- (o -m = (}) + - (%)
s=mt R si-m = (3) 4R (1)

als Lange ihrer Hauptachsenabschnitte ergibt sich

a=lls=ml = |(2,)| - vET T - vE-2v2

()

Die Ellipse F besitzt im (w, z)-Koordinatensystem die euklidische Normal-
form

und

’:\/12+12:\/§.

5=|!84—m||=’

w? 22 w? 22
—+ =1 bzw. —+— =1,
CY2 62 \/gQ \/52
also
w? 22
§+5—1: bZW. w2+422—8:(),

und damit die Gleichung

(w z).p.<f>+c':

_ 1 0 2X2 I A
D—(O 4)€R und ¢ =-8¢€eR;

ferner bezeichne

Sog —m S4a—m 1 1 1
P = , = — €05 (R
(HSz —m| H84—mH) V2 <—1 1) 2 (R)

die orthogonale Matrix aus den normierten Richtungsvektoren der beiden
Hauptachsen der Ellipse E. Fiir die gesuchte Gleichung

( y)-A-<z)+bT-(z)+c=o

von E in den Koordinaten x und y sind die symmetrische Matrix A € R?*2,
der Vektor b € R? sowie ¢ € R zu bestimmen: wegen PT AP = D ist zunichst

amror = (L)) 5 ()

=550 ()= 0)




wegen 2 Am + b =0 dann

b:—zAmz—Q'%@ g) | G) B Cﬁ)

und wegen ¢ = ¢+ %bTm schlieflich

1 1 2 =37 21
fry /—— T —_ — —_ — . — — . —_ — _—— = —
c=2¢c 2b m 8 5 ( 13 11) (1) 8 5 7
Wir erhalten also die Gleichung
) 5 21
§x2+3xy+§y2—13:c—11y+?:0

beziehungsweise

522+ 6xy+5y* —26x —22y +21 = 0.

8.42 Zu betrachten sind der zur z—Achse rotationssymmetrische Kreiskegel

T
K= |y| eR®|2*+¢y*—-22>=0, CR?
z

sowie die in Abhéngigkeit von einem Parameter A € R gegebene Ebene F) mit

1 1
dem Tragerpunkt t = | 0 | und dem Normalenvektor uw = | 1 |, also
0 A
x x x
E, = y| eR®|uo|y]| =tot; = y| eRPja+ty+r-2=1p;
z z z

fiir die Betrachtung der sich ergebenden Schnittfigur £\ N K und die Bestimmung
ihres Typs bieten sich mehrere Moglichkeiten an:

e Wir versehen die Ebene E) mit einem affinen Koordinatensystem und be-
stimmen diesbeziiglich eine Gleichung von E) N K: die Ebene FE) besitzt
den Trégerpunkt ¢ und mit dem Normalenvektor @ die linear unabhéngigen

-1 —A
Richtungsvektoren u; = 1 | und uy = 0 |, somit die Parameter-
0 1
darstellung £\ =t + R - u; + R - us. Jeder Punkt p € F), ist von der Gestalt
1 -1 —A 1l—u—Xv
p=|(0] 4+u- 1 +uv- 0 = U ,
0 0 1 v

wobei u, v € R die Koordinaten von p beziiglich des Koordinatensystems
mit dem Ursprung ¢ und den Koordinatenachsen in Richtung u; und us sind.
Wegen
peK — (l1—-u—-X ) ’+u2—-2v>=0
= 1+ + 202 —2u -2 v+ 2 uv +u® — 202 =0
— 20" +2 uv+ (N —=2)v* —2u—2XAv+1=0



besitzt F\ N K die Gleichung

(u v)-A-<Z)+bT-<Z)+c=o

A:(2 A )€R2X27 b:<_2>€R2 und c=1€R;

mit

A A2 -2

damit ist die Schnittfigur £\ N K eine ebene Quadrik und genau dann eine
Parabel, wenn sie ohne Mittelpunkt ist, also das lineare Gleichungssystem
A-m= —% b keine Losung besitzt. Wegen
")
1
3 A

(2 X1 . 2 A

(4l 2b)_<A M=2|XA ) g\ 0 522 —2
12 12 2

§>\ —2:0<:>§>\ =2 <= N =4 &= \=12

ist dies genau fiir %)\2 —2=0und %)\ # (0 der Fall, wegen

und $A #0 <= X # 0 also genau fiir A € {-2,2}.
Der gegebene Kreiskegel K entsteht durch Rotation der Ursprungsgeraden

1
g=R-| 0| CR?
1

V2

um die z—Achse und besitzt daher die Mantellinien g, = R - u;, mit

cosk —sink 0O 1 cos k
up = | sink cosk 0] -| 0 | =|[sink mit k€ [0,27].
1 1
0 0 1 V2 V2

Der Nullpunkt erfiillt nicht die Gleichung der Ebene E), es ist also 0 ¢ E)y;
damit enthélt E) nicht die Spitze des gegebenen Kreiskegels K, so dafl der
Schnitt £y N K auch keine Gerade ist. Damit besteht aber die Eigenschaft
(x) : ,E\N K ist eine Parabel.“ genau dann, wenn die Ebene F) zu genau
einer Mantellinie g, des Kreiskegels K parallel ist, und fiir alle A € R gilt:

(x) <= E\| o fiir genau ein  k € [0, 2 7]

1 cos k
< u=|1]L|sink| =u fur genau ein &k € (0,2 7]
1
A vz
1 cos k
— 1] osink ] =0 fiir genau ein k€ [0,2 7]
1
A vz

1
< cosk+sink+—-A=0  fiir genauein k€ [0,27].

V2



Wegen

1 1
cosk+sink+ —=-A=0 <= cosk+sink=—— -\ <
V2 V2
1 1 1 T 1
< cosk - —= +sink- = =—=- )\ <= cos(k;——)z——-)\
V2 V2 2 4 2
T T

4 4

besitzt diese von A € R abhéngige Gleichung genau dann eine eindeutig
bestimmte Losung k € [0, 2], wenn —= - A ein Extremwert des Cosinus ist,
also fiir

1
—5 A ==1 bzw. A= Z£2.
Insgesamt ist der Schnitt F\NK genau dann eine Parabel, wenn A € {—2,2}
gilt.
Der gegebene gerade Kreiskegel K besitzt die z—Achse mit dem Richtungs-

vektor eg der Lénge |leg]| = 1 als Symmetrieachse; diese schlieBt einerseits
mit der Mantellinie g5 von K mit dem Richtungsvektor u; der Lange

||Uk||:\/0082]{7+81n k:+< ) \/14—— \/>

den Winkel o € [0, %] mit

1
e | L
INARRE
und andererseits mit der Ebene E) mit dem Normalenvektor u der Lénge
a4 = VIZ+ 12+ X2 = V2 4+ A2

den Winkel ¢ € [0, g} mit

€3 O Uy

lleall - flul

cosa =

_
V24 N2

e30U

lesll - f[all

sin ¢ =

_' A
C1-V2 N

und damit

2
cosp = /1 —sin?p = \/ 2|i\r|)\2> =
_\/1_ A2 _\/(2+/\2)—/\2_\/ 2
B 2+ A2 2422 V242

ein. Wegen 0 ¢ E), enthilt £ nicht die Spitze des Kreiskegels K, so daf} der
Schnitt E) N K genau dann eine Parabel ist, wenn die beiden betrachteten
Winkel o und ¢ iibereinstimmen; wegen

1 2
=@ <= Ccosa =Cosp < %: CEY =
1
== = 2402 =6 <= N2 =4 <<= \=+2
3 2+ A2 *

ist der Schnitt E)\ N K genau dann eine Parabel, wenn A € {—2,2} gilt.



