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7.1 a) Sei (V,+,-) ein reeller Vektorraum (mit der Vektoraddition + und der Ska-
larmultiplikation -). Dann heiit eine Teilmenge U C V ein Untervektorraum
von V', wenn (U, +,-) mit den vererbten Verkniipfungen + und - selbst ein
reeller Vektorraum ist.

b) Sei A C V ein (nichtleerer) affiner Unterraum von V; es existiert also ein
Untervektorraum U von V sowie ein p € V mit
A=p+U={p+uluelU}.
Fiir jedes z € A gibt es also ein uy € U mit x = p + ug, und wir zeigen
A =z + U durch den Nachweis von zwei Inklusionen:

e Fiir ,C“ sei v € A, es gibt also ein v € U mit v = p + u; damit ist
v=pt+uy—up+u=pP+uy)+(u—uy) €x+U.
—_— Y
=x cU
e Fiir ,D“ sei v € x + U, es gibt also ein u € U mit v = x + u; damit ist
v=(pF+u)tu=p+ (utuy) €p+U=A.
~— \_\6_/
= e

Dabei geht ein, daf§ fiir einen Untervektorraum U von V mit v € U und
up € U auch u +ug € U gilt.

¢) Fiir affine Unterrdume A und B von V mit AN B # () gilt insbesondere
A # 0 und B # 0; es existieren also Untervektorrdume U; und U, von V
sowie p; € V und py € V mit

A=p+U; und B =py+ Us.

Wegen AN B # () existiert ferner ein p € AN B, also mit p € Aund p € B,
und geméf b) ergibt sich damit

A:p—I—U1 und B:p+U2,



7.2

und fiir alle v € V' gilt

veEANB (vEAundvEB)

(v ep+U; und vEp—I—Ug)
(v—pEUl und v—pEUg)
v—pe (UiNUs)

vep+ (U Nly);

111ty

damit ist
ANB=p+ (U NU,).

Da mit U; und U; auch U; N U, ein Untervektorraum von V' ist, ist AN B
wieder ein affiner Unterraum von V.

Die Ebene Fs =t + R - u; + R - us mit

1 1 1
t=1 1 sowie wu; = | —1 und ug = | 4
—1 1 1
besitzt wegen
1 1 -5 1
wmXuy=|-1] x4l =10 | =-5-% mit vw=1 0
1 1 5 -1

den Normalenvektor  und damit die Gleichung

Ey : wo =uot bzw. T —z=2.

ISEINSI

Die Schnittgerade s der beiden Ebenen F; und Fs ist damit die Losungs-
menge des linearen Gleichungssystems

Es T — z = 2
Ey : —6x + 4y — 10z = =20

und besitzt wegen

10 -1 2 11461 10 -1 2
-6 4 —-10| —-20 0 4 —-16 | -8

die Parameterdarstellung

2 1
h=|-2]+R- |4
0 1
Die Koordinaten xp = 0, yp = 0 und zp = —2 des Punktes P geniigen

geméaf
.CEP—ZPZO—(—Q):Q



der Gleichung der Ebene FE,; damit liegt P in der Ebene Fj.

Die Gerade g, welche im Punkt P senkrecht auf der Ebene E5 steht, besitzt
nun den Trégerpunkt P und den Richtungsvektor u, also die Parameter-
darstellung
0 1
g=P+R-u=| 0 | +R-| 0
-2 -1

c) Der Schnittpunkt S der Geraden g mit der Ebene F; besitzt (als Punkt von
g) die Gestalt

0 1 A
S={o]+x-lo]=] o
) ~1 2\

fiir einen geeigneten Parameter A € R, wobei wegen S € F; dann
—6-A+4-0—10-(—=2—X\) = —20,

also
4- )= —40 und damit A=-—10

gilt; folglich ist

7.3 Die gegebene Ebene E durch die drei Punkte

-1 0 0
P=101], Q=1|-1 und R=120
0 0 -1
besitzt den Tragerpunkt P sowie die beiden (linear unabhéngigen) Richtungsvek-
toren
1 1
u=Q—-—P=1[-1 und uw=R—-—P=1| 0
0 -1

und damit die Parameterdarstellung

-1 1 1
E=10]+R-|-1]4+R-1 O
0 0 -1
Folglich ist
1 1 1
u= up Xug = | —1] x 0 =11
0 —1 1

ein Normalenvektor der Ebene E, und wir erhalten die Gleichung

E : wo =uoP bzw. r+y+z=-1

ISIENSI
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Die gegebene Gerade g, die den Ursprung 0 enthélt und auf E senkrecht steht,
besitzt den Trigerpunkt 0 und den Richtungsvektor u und damit die Parameter-
darstellung

0 1 1
g=10|+R- 1] =R-|1
0 1 1
Der Schnittpunkt S von g und E besitzt (als Punkt von g) die Gestalt
1 A
S=A-|1|=-[A
1 A

fiir ein geeignetes A € R, und wegen S € F gilt
A+ A+ A=—1, also 3A=-1 bzw. A=——;

damit ergibt sich

S:

W—W W =

Als Spiegelpunkt T" von 0 an der Ebene E erhélt man schliefSlich

T=0+(S—0)+(S—0)=2-5=
—_—
=Lotfupunkt S

|
OO [N [N

Im Raum R? sind in Abhiingigkeit von o € R\ {0} die beiden Ebenen
E,=t;+R-u1 +R-uy und Fo=ts+R-us+R-uy

mit

, Ul = , Ug = undt2:

— o= N DO
O NN N
S 0 o9
Q oL ©
=N RO

gegeben; wegen o # 0 konnten fiir £, auch die Richtungsvektoren

I
und  u, =

O = o=
_— = O =

gewahlt werden, so dafl E, eigentlich nicht von o abhéngig ist. Die beiden Ebenen
E, und F, schneiden sich nun genau dann, wenn E, N F, # () gilt, es also ein
v € R* mit v € B, und v € F, gibt. Uber die Parameterdarstellungen

§1+/\1~u1—|—)\2-u2:v:§2+>\3'U3+/\4~u%
€Ea €k




fithrt dies zu der Beziehung
AL up 4 Ao ug + Az - (—ug) + Ay (—uy) =t — t,
also zu dem linearen Gleichungssystem A - x = b mit
A = (uy, ug, —ug, —uy) € R4*4 und b=ty —t, € R%:

damit gilt E, N F, # ) genau dann, wenn A - x = b (mindestens) eine Losung

Al
A 4
T = s eR
A
besitzt. Wegen
2 a =2 0 |la—2 2 a -2 0 a—2
20 -1 —-1|la—-2 -1 0 —a 1 -1 0
(Alb) = 2 a 0 —-2| -1 mr|l 0 0 2 —2|—a+1 | i
0 a 1 —-1|la-1 0 « 1 -1 a—-1
2 a -2 0 a—2 2 a -2 0 a—2
. 0 —aa 1 -1 0 . 0 —a« 1 -1 0
0 2 2| -a+1 IV—TIT 0 O 2 2| —-a+1
0 2 2| a—-1 0 0 0 0 | 2a0—2

ist das lineare Gleichungssystem A -z = b genau dann losbar, wenn
Rang(A|b) = Rang(A) = 3,
also 2a — 2 =0 bzw. a =1 gilt.

7.5 Im R? betrachten wir die Ebene

x
E = y| eRP |z +2y=-1
z

und zu gegebenem A\ € R die Teilmenge

X

Gy = y| eR|z+y—Az=—-1und 22 -3y +rz=1+X
z
x
a) Die Teilmenge G mit A € R besteht genau aus den Punkten |y | € R?,
z

welche den beiden Bedingungen

r+y—Az=-1 und —2r—-3y+Az=1+ A



7.6 a)

geniigen, ist also die Losungsmenge des inhomogenen linearen Gleichungs-
systems mit der Koeffizientenmatrix

B 1 1 =X —1 \ m+ar1
(A“’)_(—z -3 A‘ 1+/\) ~

- 1 1 =X —1 L1l 10 =2X| =2+
0 -1 —=XA| =142\ 0 -1 —=X| —1+X)°
Wegen Rang (A |b) = 2 ist die Teilmenge GG unabhingig von A € R eindim-
sional, also eine Gerade mit der Gestalt

-2+ A 2
G)\:;Up—i-LoztG)\—i-R'UG)\I 1—A +R- —A
0 1

Wir betrachten die beiden Teilmengen von R?

x -2+ A 2\
E = y| eR|24+2y=—-1p undGy=| 1-X | +R- [ =X ];
z 0 1

ein gemeinsamer Punkt S von G, und F besitzt als Punkt von G, die
Parameterdarstellung

-2+ A 2\ 24+ A+ p-2
S=11-X|4+p-|-A]=[1=-XA+p-(=X)
0 1 L

fiir ein © € R und geniigt als Punkt von E der Ebenengleichung, also
(=24 A4+ p-20)+2-(1=A+pu-(=N)=-1 < A=1,

und wir erhalten:

e Fiir A # 1 sind G, und F ohne gemeinsamen Punkt.

e Fiir A = 1 erfiillt jeder Punkt auf G; (unabhéngig von p € R) die
Gleichung von FE| es ist also G; C E und damit Gy N E = G;.

Die Ebene E durch die drei Punkte A, B und C besitzt den Tragerpunkt

1
t=A=10
—1

und den beiden (offensichtlich linear unabhéngigen) Richtungsvektoren
0 —1

u=B—-—A=1]1 und u=0C—-A=11
2 -3

und folglich die Parameterdarstellung

1 0 —1
-1 —2 -3



Mit dem Normalenvektor

aE:U1XUQ: 1 X 1 = 2
—2 -3 1

ergibt sich fiir die Ebene F die Gleichung

Upox =ugot, also — 1 + 219 + 13 = —2,
wegen |[ug|| = v/6 und g ot < 0 also die Hessesche Normalform
—T1 +2x9 + 23+ 2 x1—2x2—x3—2_

=0 bzw.
—/6 V6

= 0.

Damit ist

0—24f4—;—2%::§ 3
V6l 26

b) Die Lotgerade durch den Punkt D zur Ebene F besitzt den Trigerpunkt
t, = D und den Richtungsvektor u, = ug, also die Parameterdarstellung

0 -1
gztg—i—R'Ug: 1 +R- 2
_5 1
2
Fiir den Schnittpunkt L = ¢ N E gilt
—A
L=|1+2\] €/
-2+

fiir ein geeignetes A € R, und wegen L € E ergibt sich

5 1
—1~(—)\)+2-(1—|—2)\)+1-(—5—1-)\) =—-2, also A= 1
und damit )
i
L=1 3
1
4
7.7 Im euklidischen R3? sind die folgenden drei Geraden zu betrachten:
e Die Gerade L, ist als Schnittmenge der beiden Ebenen
Ey ¢ x+y—z2=1 und Ey @ 20—y—2z=-1

gegeben und stellt daher die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems

x + vy - 2z = 1
20 — y — 2z —1

dar.



e Die Gerade L, ist iiber ihre Parameterdarstellung

1
2—t||teR
t
gegeben.
e Die Gerade L3 ist als Verbindungsgerade der beiden Punkte
0 -2
=13 und @ =[-1
—2 0

gegeben, besitzt demnach mit dem Tragerpunkt ¢; und dem Richtungsvektor
u = @y — ¢ die Parameterdarstellung

0 -2 —2s
g+R-u=1[3 |+R-|-4] = 3—4s | |seR
—2 2 —2+2s

Im folgenden stiitzen wir uns auf diese Darstellungen fiir die drei Geraden.

a) Wir zeigen, daf sich sich die Geraden paarweise schneiden und bestimmen
die drei Schnittpunkte:

e Fiir einen gemeinsamen Punkt p; von Ly und L3 gilt

1 —25
2—t|l=p=1| 3—4s |,
t —2+4+12s
was genau fiir s = —% und ¢t = —3 erfiillt ist; damit schneiden sich die
1
beiden Geraden Ls und L3 im Punkt p; = | 5
-3
—25
e Der Punkt po = | 3—4s | von L3 mit s € R liegt genau dann auch
—242s
auf L;, wenn
(—2s) + (3—4s) — (-2+42s) = 1
2(—-2s) — (3—4s) — 2(-2+42s) = -1
gilt, was genau fiir s = % erfiillt ist; damit schneiden sich die beiden
-1
Geraden L; und L3 im Punkt p, = | 1
-1
1
e Der Punkt ps = | 2 —1¢ | von Ly mit t € R liegt genau dann auch auf
t
Ly, wenn
I + 2-t) — t = 1
2-1 — (2—-t) — 2t = -1



gilt, was genau fiir ¢ = 1 erfiillt ist; damit schneiden sich die beiden
1

Geraden Ly und Ly im Punkt p3 = | 1
1

b) Wir betrachten das Dreieck A C R3 mit den Eckpunkten p;, ps, p3. Die

7.8 a)

beiden Richtungsvektoren

1 —1 2
u=pr—p2=\|5 |- 1 |=1]4
-3 —1 -2
und
1 —1 2
v=p3—p2=|1] — 1 =10
1 —1 2

von py zu py bzw. ps sind geméif
uov=2:-24+4-0+(-2)-2=0

orthogonal, so dafl im Eckpunkt py ein rechter Innenwinkel 6, = § = 90°
vorliegt. Fiir den Fldcheninhalt Fa des rechtwinkligen Dreiecks A ergibt sich
damit

1 1
1 1
Fa=—-|lull-Jo][==-]2- [ 2 |||-||2- [0]]|=2V12=4V3.
2 2
-1 1
26 —2v3

Fiir den Innenwinkel §; im Eckpunkt p; gilt

o s Gegenkathete  [v|| 2v2 1
an == —= et e
"7 Ankathete  [[u|  2v6 3

und damit 6; = § = 30°, so dafi sich iiber die Innenwinkelsumme im Dreieck
fiir den Innenwinkel 03 im Eckpunkt p; dann

T m m
by=m—(Gi+d)=m—(S+3) =3 =60

ergibt.

Fiir die im euklidischen Raum (R?, o) gegebenen Punkte

1 2
A=13], B=|2 und C =
5) 1

— Ot Ot

gilt

3
w=A—-B=1|1 und u=C—-B=|3];
0



damit ist das Dreieck AABC wegen

d(A,B) = |lu|| = V(=12 +12+42=3V2
d(B,0) = |ug| = V3 +32+02=3V2
gleichschenklig und wegen
urous =—-3+3+0=0
auch rechtwinklig (mit dem rechten Winkel bei der Ecke B). Mit dem Punkt
3 4
+ 13| =16
0 5

D:A+U2:

ot W =

ist dann JABCD ein Quadrat.

Die Ebene E, in der das Quadrat (JABCD liegt, besitzt den Tragerpunkt
B sowie geméif Teilaufgabe a) die beiden linear unabhéngigen Richtungs-
vektoren u; und us, wegen

-1 3 —12 2
wyXu=|11]x|3]l=1| 12 | =—-6-w mit uv= | -2
4 0 —6 1

also den Normalenvektor u, und damit die Gleichung
uwoxr=uoB bzw. 201 — 229+ 23 =1.
Das Quadrat JABC'D besitzt den Mittelpunkt
1 6 3
M:%(A+C’):§- 8| =14],
6 3

so dass sich fiir die Lotgerade ¢ zu E durch M, also mit dem Triagerpunkt
M und dem Richtungsvektor u, die Parameterdarstellung

3 2
(=M+R-u=[4]+R- [ -2
3 1

ergibt.
Alle Punkte S auf der Geraden ¢ sind von der Gestalt

3 2 342\
S=1l4])+r-[-2]=[4a-2x
3 1 34+ A

fiir einen Parameter A € R. Die Pyramide mit der quadratischen Grund-
flaiche JABC'D und der Spitze S besitzt das Volumen
1

V=g Foapep-h  mit  h=d(S, B);



79 a)

das Quadrat JABCD hat nun gem#fl a) die Seitenlinge ||u;|| = 3v/2 und
damit dem Inhalt Fhapep = (3v/2)? = 18, und fiir die Hohe h = d(S, E)
ergibt sich mit der Hesseschen Normalform

2I1—2$2+1’3—1_
3 =

E 0

der Ebene E (wobei ||a| = /22 4+ (—2)% + 12 = 3 eingeht)

—92(4 — _
h—d(s.F) - 2(3+2X) —2( 32A)+(3+A) 1‘
6+ 4AN) -8 —=4N)+(B+N) -1
B 3
9
= ?:\SA\:3|/\|.
Insgesamt erhélt man
1 1
V:§-FDABCD~h:§o18-3|)\|:18])\|

und damit
V=36 <= 18|\=36 <= |\ =2 < \=22,

also die beiden Punkte

7 —1
Sl = 0 und SQ = 8
5 1
Zur gegebenen Matrix
1 =21
A=|[-1 2 0] eR>®
2 —4 1

betrachten wir die zugehérige lineare Abbildung £4 : R? — R3, (4(z) = A-x;
das Bild U von ¢4 stimmt mit dem Spaltenraum von A iiberein. Wegen

1 -2 1 1 —2 1 -2 0
A=(=1 2 ol & o o 1] %= (o o0 1
2 _4 1 I11—-21 O 0 _1 ITT+I1 0 O 0

ist dim(U) = Rang(A) = 2, also U eine (Ursprungs-)Ebene in R?; mit den
beiden gebundenen Variablen x; und x3 kann

1 1
s1=1-1 und s3=10
2 1

als Basis von U = Bild(£,) gewé&hlt werden.



b) Die Ebene U durch den Ursprung 0 besitzt geméf a) die beiden linear un-
abhéngigen Richtungsvektoren s; und ss, folglich also den Normalenvektor

1 1 -1
u= s1Xxsg=|—-1|x[0] = 1
2 1 1
und damit die Gleichung
woxr=uol bzw. — 21+ xo+2x3=0.
1
Der gesuchte Punkt u € U, der dem gegebenen Punkt v = [0 | € R3
2

am néchsten liegt, ist der LotfuBBpunkt von v auf U. Die Lotgerade ¢ von
v auf U besitzt den Triagerpunkt v und den Richtungsvektor wu, also die

Parameterdarstellung
1 -1
(=10]14+R| 1 |;
2 1
eV ad -

der LotfuBpunkt « hat also die Gestalt

1 —1 1—A
u=|0]4+A-| 1 |= A €l fiirein \eR,
2 1 24X

und wegen u € U ergibt sich

1
—(1=XN4+AX+24+XN)=0 bzw. 1+3X=0 bzw. )\:_5'

4
3
Damit ist u = —%
:
c) Es gilt
1
3 3 1 1
dv,U) =d(v,u) = ||lu—v|| = —1i =4/ ==V3=—.
(0,0) = d(e) = Ju—ol| = ||| = ) | = /5= 5v8=
3
7.10 Fiir die gegebene lineare Abbildung
1 -1 3
f R =R} flz)=A-uz, mit A=|[0 2 —-1|eR¥>
-1 1 =3

stimmt der Bildraum Bild(f) = {f(z) | * € R*} mit dem Spaltenraum der Ab-
bildungsmatrix iiberein. Wegen

1 -1 3

1
A= 0 2 -1 ~ 0
-1 1 -3 0



ist
dim Bild(f) = Rang(A) = 2;
damit ist F = Bild(f) eine Ursprungsebene in R3, die die beiden ersten Spalten

1 -1
S1 = 0 , SS9 = 2 G]Rg
-1 1

von A als linear unabhéngige Richtungsvektoren besitzt. Wegen

1 -1 2 1
0lx|l2]=10 ist ug=10] eR?
—1 1 2 1

ein Normalenvektor von E der Linge |[ug| = v/2, so daB die Ebene E die Hes-
sesche Normalform
ﬂE ox T+ T3 .

— =0, also
gl

besitzt; als Abstand des Punktes p € R? von der Ebene E ergibt sich damit

d(p, E) = ‘5+—\/(§_1)‘ LN

Ferner ist die Gerade G C R? als Losungsmenge des linearen Gleichungssystems

$1+[L‘2-ZE3:1
L1 - T3 =

gegeben; wegen

11—11W11—11W10—1O
10 —-1/0/Jma=1\O0 -1 O |-1 /)1 \ O =1 O |-1

ist
0 1
G=t+R-u mit t=11 und uw= |0
0 1
5
Der Fulpunkt py des Lotes £ vom Punkt p = | 3 | auf die Gerade G besitzt
-1
(als Punkt von G) die Gestalt
0 1 A
0 1 A
fiir ein geeignetes A € R; damit ist
A 5 A—5
pw-p=1]-[3]=[ -2

A -1 A1



ein Richtungsvektor der Lotgeraden /¢, der allerdings auf dem Richtungsvektor u
der Geraden G senkrecht stehen muf3. Aus

O=uo(pp—p)=1-A=5)+0-(-2)+1-(A+1)=21—-4

2
ergibt sich A = 2 und damit pg = [ 1| . Als Abstand des Punktes p von der
2
Geraden G ergibt sich damit
-3
d(p,G) = d(p,po) = lpo —pl = ||| =2 || = V(=32 + (—2)> + 32 = v22.
3

7.11 a) Die in Abhéngigkeit vom Parameter ¢t € R fiir

3 1 1
A, = 12 t 1| eR*®3 und b=11] eR?
2+t 2+t 2 2

zu betrachtende Menge
Ft:{l’ER3|Ath:b}

ist die Losungsmenge des inhomogenen linearen Gleichungssystems A;-z = b
mit der Koeffizientenmatrix A; und der rechten Seite b und damit eine affine
Teilmenge von R3. Wegen

3 1 0 1
A -e3 = t? t 1]-l0]l=[1]=0b
P+t 24+t 2 1 2

ist e € F}, also Fy C R3 nichtleer, und es gilt
dim(F;) = 3 — Rang(A4;), also dim(F;) =2 <= Rang(4;) = 1.

Im Falle Rang(A;) = 1 ist der Spaltenraum der Matrix A; eindimensional,
so dafl die ihre Spalten paarweise linear abhéngig sein miissen; insbesondere
gibt es ein A € R mit

12 1 A
t =A-[1]=1X], also 2 =\=t,
2+t 2 2\

woraus 0 = t? —t = ¢(t — 1) und damit ¢ = 0 oder ¢ = 1 folgt. Die Probe

00 11 00 11
(Ao |B)=| 0 0 11 IEJJI 0000
002(2/)"*\o0oo0o0|0
und
11 1)1 11 1)1
A =111 111 | % (00 o0]0
2 2 2(2/) " \o0oo0o0l0
bestitigt Rang(Ap) = 1 und Rang(4,) = 1.



b)

7.12 a)

Gemif a) ist Fy C R3 genau dann eine Ebene, also eine affine Teilmenge der
Dimension 2, wenn ¢t = 0 oder ¢ = 1 ist, und es gilt

={z€eR’|Ay-z=b} ={z R’ |23 =1}
und
:{x€R3|A1-x:b}:{x€R3\x1+x2—|—x3:1}.
Damit besitzen Fj und F} sowie die ferner gegebene Ebene
E:{m€R3|x1+x2+x3:2}

die Normalenvektoren

0 1 1
up, = |0 und up, = | 1 sowie ug=11];
1 1 1

wegen der linearen Unabhéngigkeit von u g, und ug ist Fy zu E nicht parallel,
aber wegen der linearen Abhéngigkeit von up, und ug ist F; zu E parallel.

Wegen ||uz| = v/3 besitzt die Ebene E C R? die Hessesche Normalform
T+ To + T3 — 2

V3

ferner gilt e; € F} geméf a). Da nun die beiden Ebenen E und F; gemifl b)
parallel sind, ergibt sich fiir ihren Abstand

‘0+0+1—1

E

dist(E, F1) = dist(es, F) =
vﬁ

Der Durchschnitt £; N E, der beiden im R? gegebenen Ebenen
By rox+y+z2=1 und Ey :x—y+2=-1

besteht genau aus denjenigen Punkten des R?, deren Koordinaten z, y und z
den beiden Ebenengleichungen geniigen, und stimmt daher mit der Lésungs-
menge des inhomogenen linearen Gleichungssystems

Byt z +y + 2z = 1
Ey -z —y + 2 = —1

iiberein; wir betrachten die zugehorige erweiterte Koeffizientenmatrix
11 1|1 1 1 1] 1
oard faard
1 -1 1]-1 II-1 0 —2 0]-2 —%-H
- 11 11 - 10 110
01 0(1/)1r-n\0 101

und erhalten
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Die beiden Ebenen E; und E, besitzen die Normalenvektoren

1 1
= |1 und up = | —1
1 1

jeweils der Linge |lu1]| = V3 = ||a2|| = v/3 und damit die Hesseschen
Normalformen

—1 — 1
B PEYTET L wd By ETYTETL
/3 Y
x
Der Punkt p = | v | € R? besitzt damit von E; bzw. E, den Abstand
z
x+y+z—1' r—y+z+1
dlp,E) = | ——— bzw. d(p, FBy) = | —————|,
(p 1) \/g (p 2) _\/§
und es gilt
peP << dp Ei)=dp E)
— x+y+z—1‘_ x—y—i—z—i—l‘
¥ 3
lt+y+2z—1 |Jr—y+z+1]
<~ =
/3 ¥
— |lr+y+z-—1l=|lzr—y+2z+1]
— zr4ytz—-l=+(@@—-y+2+1)
— cH+ytz—l=xz—-—y+z+1
oder z+y+z—-1=—-a4+y—2-1
< 2y=2 oder 2x+22=0
< y=1 oder z+ z=0;
somit ist P die Vereinigung der beiden Ebenen F3:y =1und Ey: 24+2 =0
mit den Parameterformen
0 1 0
Es=|1|4+R-10]+R-{0
0 0 1

und

Die gegebene Ebene

|z +2y+32=1

0
4: 0] +R-
0



7.14 a)

besitzt den Normalenvektor

1
up = | 2 der Lange lug| = V12 +22 + 32 = V14
3

und damit die Hessesche Normalform

r+2y+3z2—1 —0

E ;
V14
die gegebene Gerade
1 1
G = L|+r-[-2]|reR
1 1

besitzt den Tragerpunkt ¢¢ und den Richtungsvektor ug mit

1 1
ta=11 und ug = | —2
1 1

Wegen
ugpoug=1-1+2-(=2)+3-1=0

steht der Richtungsvektor ug der Geraden G senkrecht auf dem Norma-

lenvektor ug der Ebene E und ist demnach auch ein Richtungsvektor der
Ebene E; folglich sind aber £ und G parallel.

Da gemiB a) die £ und G parallel sind, stimmt der euklidische Abstand der
Geraden G von der Ebene E mit dem euklidischen Abstand eines beliebigen
Punktes auf G von E iiberein; mit der bereits in a) bestimmten Hesseschen
Normalform von E ergibt sich also

1-142-1+3-1-1] 5
d(G,E) = d(te,E) = e -

0
Die Gerade ¢; besitzt den Tragerpunkt t; = A = | 0| sowie den Rich-
2
1
tungsvektor uy = B — A = | 0 |. Die Gerade gy besitzt den Tragerpunkt
8
3 0
to = C = | 2| sowie den Richtungsvektor us =v = | 1 |. Zunéchst ergibt
7 4

sich fiir die Ebene, die die Gerade g; enthélt und parallel zur Geraden g,
ist, die Parameterdarstellung

0 1 0
2 8 4



7.15 a)

Mit dem Normalenvektor

1 0 -8
EE = Uy X Uy = 0] x 1] = —4
8 4 1
ergibt sich fiir £ die Gleichung
upor =ugoty, also —8x —4xy +ax3=2

Wegen ||[ug|| = /(—8)2+ (—4)2 + 12 = /81 = 9 und up o t; > 0 besitzt £
die Hessesche Normalform
—81'1 —41'2 —|—£L'3—2 o

0.
9

Da die Gerade gy parallel zur Ebene FE ist, ergibt sich fiir den Abstand
zwischen go und E

d(g2, E) = d(t2, E) =

—8-3—4-2+1-7—2‘_‘—27

=3
9 9 ‘

Die Ebene E zerlegt den R? in zwei offene Halbriume, nimlich

Ey={z eR®|tyo(z—1t) <0}

und

Ey={zeR®|Uyo(x—1t)>0}.
Wegen

aoo(tg—tl):—3<0 ist ty € Ey
und

~ 2 .
UOO(O—tl):—§<O 1st OEEO
liegt die Gerade gy auf derselben Seite von E wie der Ursprung.

Eine Ebene F' C R? enthilt genau dann die drei Punkte

2 2 2
a=\|3|, b=1]3 und c= [4] e R?,
4 5 4

wenn sie den Tragerpunkt a sowie die Richtungsvektoren

0
und uy=c—a=|1] eR?
0

u=b—a=

_ o O

besitzt; da u;, uy linear unabhéngig sind, bilden sie die Basis eines zwei-
dimensionalen Richtungsraums, und folglich ist F' eindeutig bestimmt. Es



1

ist offensichtlich w = | 0 | € R3 ein Normalenvektor von F, und wir erhalten
0

fiir die Ebene F' die Gleichung

U o =uoa bzw. T = 2.

N e R

Der Durchschnitt ¢ = E'N F' der beiden Ebenen ' und F' besteht genau aus
denjenigen Punkten von R3, die sowohl der Gleichung = + 2y + 3z = 2 von
E als auch der Gleichung z = 2 von F' geniigen, und stimmt daher mit der
Losungsmenge des linearen Gleichungssystems

E : x4+ 2y + 3z = 2
F =z = 2

iiberein; wegen

1232W1002W1002
1 0 0/2 )1\l 2 312 /)ua1\0 2 3|0

ergibt sich die Gerade g = t, + R - u, mit

2 0
ty=10 und ug=|-31¢€ R3.
0 2
Der kiirzeste Abstand zwischen der Geraden g und der y—Achse h = R - uy,
0
mit u, = | 1| € R?® wird von den beiden LotfuSpunkten zg und ), der
0
gemeinsamen Lotgeraden ¢ realisiert, die offensichtlich den Richtungsvektor
1
ug = | 0] € R? besitzt. Damit ergibt sich
0
Tp = A - Up mit Ay +T U =Ty =15+ |- Ug,
~—— ~—
el €g
also
0 1 2 0 T 2
Al +7- {0 =10 +p-|-3 bzw. A =1-3p];
0 0 0 2 0 241

damit ist 7 = 2 sowie = 0 und A = 0, und wir erhalten

2 0
Tg=1t,+0-u, =10 und zp,=0-u,= 10
0 0

und folglich den minimalen Abstand

dist(g, h) = dist(xy, xp) = ||z, — xp|| = 2.



7.16 Im Vektorraum R? sind die beiden Geraden g =t, + R - u, und h = R - uj, mit

0 2 1
ty=11], u,=13 und wup, = |1
5 1 1
gegeben. Damit besitzt jeder Punkt p € g die Gestalt
0 2 2\
p=tg+Au=(1]+X-[3]=11+3A fiir ein A € R,
5 1 54+ A
und jeder Punkt ¢ € h besitzt die Gestalt
1 %
g=p-up,=p- (1] =1n fir ein € R.
1 %

Die Annahme p = ¢ fithrt zu den drei Bedingungen
2 =p und 1+3A=pu und 54+ A= pu,
damit einerseits zu
14+3A=p=2X bzw. A=-—1
und andererseits zu
D+A=pu=2A\ bzw. A =05,

insgesamt also zu einem Widerspruch; folglich sind p und ¢ verschiedene Punkte,
und fiir den Richtungsvektor ihrer Verbindungsgeraden £ gilt

2 1 2N —p
up=p—q=|14+3A| = |p]l=14+3A—0u
5+ A 1 54+A—pu
Dabei gilt
glk <= wuzou, =0
= 22X —p)+3-1+3Xx—p)+1-G+A—pn)=0
<~ AA-2p+3+9AX=3u+5+A—u=0
<— HUAX—-6pu+8=0
— TA-3pu+4=0
und
hlk <<= wupou,=0
— 1-QC2Ax=p)+1-1+3A—p)+1-B5+A—p)=0
= 22 —p+14+3X—p+5+A—p=0
<~ 6A—-3u+6=0
= pu=2\+2,



7.17

was zu
TA=3-2X+2)+4=0,
fithrt. Die gesuchten Punkte sind folglich

also A=2, und damit p=6

4 6
p= |7 und q=16
7 6
Esist gy = t; + Ru; und g = t5 + Ruy mit
1 1 5 1
ti=(2] undu; = 1|1 sowie to=|[2] unduy = | —1
3 1 2 2

Da die Richtungsvektoren wuy, uy linear unabhéngig sind, konnen die Geraden ¢,
und g» nicht parallel sein, und die gemeinsame Lotgerade ¢ der Geraden ¢g; und
g2 besitzt den Richtungsvektor

1 1 3
w Xu=1] x|-1=1[-1];
1 2 -2

seien 1 und x5 die LotfuBpunkte auf g; und go. Dabei besitzt ; (als Punkt von
g1) die Gestalt

1 1
T = 2 +7- 1
3 1
mit einem geeigneten 7 € R, wodurch sich fiir die gemeinsame Lotgerade
1 1 3
=z, +R-u= 2| +7- 1| +R- [ -1
3 1 -2
ergibt; folglich erhélt man fiir den Lotfulpunkt zo die Darstellungen
1 1 3 5 1
21 4+7- 1| +Xx-|-1|=|2]+pn-|—-1
3 1 -2 2 2
& €02
mit geeigneten Parametern A, yu € R und somit
1 3 -1 T 4
1 =1 1 |- AX]=10
1 -2 =2 1 -1
Wegen
1 3 -1 4 1 -2 =2 -1
1 -1 1] 0 |~ |1-1 1] 0 |
| —2 o] —1)wm\ | 5 4 -1
1 -2 =2 -1 10 4 1
-0 1 3 o 3 |1
0 5 1 0 0 —14 0



erhélt man p = 0 sowie A = 1 und 7 = 1, so daf} sich die Lotfupunkte

ergeben. Fiir den Abstand der beiden Geraden gilt damit

3
d(g1,92) = d(w1,22) = ||v1 — 22| = 1 = V14
2
718 a) Esist g1 =t; + Ruy und g = to + Ruy mit
1 1 —1 1
ti=—-4] undu; =1 1 sowie to=| 4 und uy = | 2
6 -1 6 3

Da die Richtungsvektoren uy, us linear unabhéngig sind, kénnen die Geraden
g1 und g¢» nicht parallel sein. Zudem gibt es unter der Annahme, daf3 sich g;

und ¢o schneiden, Parameter o und § € R mit

1 1 —1 1
Al +a- |1 ]=(4]|+8|2],
6 —1 6 3

was zum linearen Gleichungssystem

1 -1 —9
1 -2 (g) —| s
~1 -3 0

fithrt, das jedoch wegen

1 —1] —2 1 -1 -2 1 -1
1 -2 8 o -1 10 —~ 0 —1
_1 _3 0 ITI+1 0 _4 _2 IIT—411 0 O

keine Losung besitzt. Folglich sind g; und go windschief.

b) Die gemeinsame Lotgerade ¢ der Geraden g; und gs besitzt den Richtungs-

vektor
1 1 5
up Xug = | 1 x|2]=1|-4];
-1 3 1

seien 1 und x5 die LotfuBpunkte auf g; und go. Dabei besitzt z; (als Punkt

von g;) die Gestalt
1 1
rp=|—-41+7-( 1
6 -1



mit einem geeigneten 7 € R, wodurch sich fiir die gemeinsame Lotgerade

1 1 5

l=z+R-u=|—-4|+7-| 1 |+R-| -4
6 —1 1

ergibt; folglich erhélt man fiir den Lotfulpunkt x5 die Darstellungen

1 1 5 ~1 1

A 4r [ 1 x4 = 4 +p |2

6 ~1 1 6 3
pe €9

el

mit geeigneten Parametern A\, © € R und somit

1 5 —1 T —2
1 —4 =21-[AX] =1 8
-1 1 =3 Ju 0
Wegen
1 5 —1| =2 1 5 —-1] -2 1

I-1
PN

1 -4 =2 8 ~ 0 -9 —-1] 10
1 1 _3 0 WAL\ o g 4| _g J UeW

—

1 5 —1] -2 15 —1] —2
w0 3 —2f -1 |™&"[ 03 2] -1
0 -9 —11] 10 00 —7]| 7

erhélt man © = —1, A= —1 und 7 = 2, so daf sich

3 —2
ry= | =2 und To=| 2
4 3

ergibt. Fiir die Lotgerade erhdlt man damit
3 5

t=-2|+R.[—4
4 1

c) Esist
)

—4 ||| = v42.

d(g1, g2) = d(x1,72) = |21 — 22| =
1

7.19 Fiir die Gerade L im euklidischen R? durch die Punkte P; und P, ergibt sich die
Parameterdarstellung L = t;, + R - uy, mit
1 2 1 1
und up,=PL—-P=1]—-101|=|1];

tL:P1: 0
-1 0 -1 1



die Schnittgerade M = F; N Ej ist genau die Losungsmenge des homogenen
linearen Gleichungssystems

x — 2z =0
2z + vy =0

und besitzt damit wegen
10 =1] 0 - 10 =11] 0
21 0 0 /Jum—20\ 0 1 2 0

die Parameterdarstellung M = t); + R - uy; mit

0 1
tv= 10 und uy = | —2
0 1

1 1 3 1
up Xuy=11]x1-2]=1{0 bzw. u=1 0 |;
1 1 -3 —1

seien Ly und M, die LotfuBpunkte auf L und M. Dabei besitzt M, (als Punkt
von M) die Gestalt

0 1 1
0 1 1

mit einem geeigneten p € R, wodurch sich fiir die gemeinsame Lotgerade

1 1
G=My+R-t=p-|-2]+R-| 0
1 ~1

ergibt; folglich erhélt man fiir den Lotfuflpunkt L, die Darstellungen

1 1 1 1
el =21+7-1 0 |=10]+A1]1
1 —1 —1 1

G eL

mit geeigneten Parametern 7, A € R und somit

1 1 -1 [ 1
2 0 —-1|-[r]l=1o0
1 -1 —1 A —1
Wegen
1 1 —1]1 1 1 —1] 1 11 —1]1
2 0 —-1]0 |™' 0o 2 =—3|2 s 2 3|2
1 -1 —1|=1 /™" Vo =2 o0]—2/"™"\ 00 =30



erhélt man A =0, 7 =1 und p = 0, so daf sich

Lo=1| 0 und My =
—1

o O O

ergibt. Fiir den Abstand der Geraden L und M gilt damit

1
d(L, M) = d(Lo, My) = || Lo — Myl|| = 0 = V2.
-1

7.20 a) FEin lineares Gleichungssystem A - x = b, dessen Losungsmenge eine Gerade
g=1t+R-u C R3 ist, besteht aus mindestens zwei Gleichungen mit genau
drei Unbestimmten. Wir ermitteln daher eine geeignete Koeffizientenmatrix
A € R?*3 und eine geeignete rechte Seite b € R?; dabei ist

e der Richtungsraum R - u von g der Losungsraum des homogenen Glei-
chungssystems A - x = 0 und

e der Tragerpunkt ¢ von g eine beliebige partikulire Losung des inhomo-
genen Gleichungssystems A - x = b.

Die lineare Gleichung a; -x+as-y+as-z = 0 besitzt genau dann die Losung

1
=1o],
2

IS

wenn a; - 1 4+ as - 04 ag - 2 = 0 gilt; dies fithrt auf das homogene lineare
Gleichungssystem ( 1 0 2 ’ 0 ) mit den Basislosungen

aq 0 aq -2
(05} = 1 und (05} = 0
as 0 as 1

Wir wahlen daher

(=2 0 1\ o
A_(O . O>€R

1 !
b—A.t=A. |2 :(_02 ? é) 9 :(%)
3 3

Das gesuchte lineare Gleichungssystem ist also

und

—2x + z = 1
Yy = 2

b) Esist g = t; + Ruy und go = t5 + Ruy mit

1 1 2
ti=12] undu; =10 sowie to=|1] unduy=1{0
2 1

—_

—_



7.21 a)

Die gemeinsame Lotgerade ¢ der Geraden ¢; und g, besitzt wegen

1 2 0
Up X Uy = Ol x|0] =13
2 1 0
etwa den Richtungsvektor
0
u= |1
0

Seien z7 und x5 die Lotfulpunkte auf g; und go. Dabei besitzt 27 (als Punkt
von ¢g1) die Gestalt

1 1
T, = 21 4+X-10
3 2
mit einem geeigneten A\ € R, wodurch sich fiir die gemeinsame Lotgerade
1 1 0
l=x;+R-u=2|+X- 0] +R- |1
3 2 0

ergibt; folglich erhélt man fiir den Lotfulpunkt x5 die Darstellungen

1 1 0 1 2
21 +X-(0)+7- (1) =|1])+p-[O
3 2 0 1 1

€

~
m
Q
)

mit geeigneten Parametern 7, ;1 € R und somit

1 0 =2 A 0
01 0)]-[7]=11
2 0 -1 L -2
Wegen
1 0 =2 0 1 0 -2 0
01 0 -1 ~ 01 0 -1
20 -1 -2/""\ 00 3| -2
erhélt man A\ = —% sowie 7 = —1 und p = —%, so daf} sich die Lotfupunkte
1 1
3 3
r1=1 2 und To=| 1
1 1
3 3
ergeben.
1
Wir konstruieren zwei nicht parallele Geraden g durch o = [ 1| und h
0

0
durch yg = | 1|, die auf der Verbindungsgeraden ¢ der Punkte zy und yq
1



senkrecht stehen; diese besitzt die Parameterdarstellung

1 -1
{=x04+R-u mit xp= |1 und w=yg—x9=| 0
0 1
Die Vektoren
1 0
ug= |0 und up = | 1
1 0

sind offensichtlich linear unabhéngig sowie wegen u, ou = 0 und upou =0
zu u orthogonal, so daf} die beiden Geraden

1 1
g=zx0+R-u;=[1|]+R-[0
0 1
und
0 0
h=y+R-u,=[1]+R-|1
1 0

nicht parallel sind und die gemeinsame Lotgerade ¢ mit den LotfuBpunkten
xo und gy besitzen; damit gilt

d(g7 h) = d<x07y0) > 07

so dafl g und h keinen gemeinsamen Punkt besitzen konnen.

b) Fiir den Abstand zwischen g und h ergibt sich
-1
d(g,h) = d(zo, %) = llyo — zoll = |[[ O ||| = V2.
1

7.22 Im R3 sind die drei Geraden

g =t +R-uy, g2 = ta + R - uo, g3 =13+ R-u3

mit
1 2 0 1 0
tl— 2 ,tg— 1 ,t3— 7 undu1: 1 , Ug = 2 , U3z = Uq
3 -1 -3 0 1

zu betrachten.

a) Die gemeinsame Lotgerade ¢ von g; und go besitzt den Richtungsvektor



seien 7 und x5 die LotfuBpunkte auf g; und go. Dabei besitzt x5 (als Punkt
von g9) die Gestalt

2 0
To — 1 +/\1 2
-1 1

mit einem geeigneten \; € R, wodurch sich fiir die gemeinsame Lotgerade

2 0 1
—1 1 2

ergibt; folglich erhélt man fiir den LotfuBpunkt z; die Darstellungen

2 0 1 1 1
1 +>\1 2 +7'1' —1 = 2 +,u1 ]_
-1 1 2 3
P4 eon
mit geeigneten Parametern 7, p; € R und somit
1 0 —1 T1 -1
-1 2 —1]-[M]=1]1
2 1 0 It 4
Wegen
1 0 —-1] -1 10 —1] -1
—1 2 =1 1 | X lo2 =20 |~
2 1 0| 4 /)"™*\o1 2] 6 )"
10 —1] -1 10 —-1] -1
~lo1 =1 o |"™"[o1-1] 0
01 2 6 00 3 6

erhélt man p; = 2, Ay = 2 und 71 = 1, so daf sich

3 2
z1= 1[4 und To=1Db
3 1

ergibt. Die eindeutig bestimmte Lotgerade von ¢g; und ¢, ist damit

2 1
(=15 +R-| -1
1 2

Die gemeinsame Lotgerade ¢’ von g, und g3 besitzt (wegen usz = u,) ebenfalls
den Richtungsvektor w; seien z7, und z3 die LotfuBpunkte auf g, und gs.
Dabei besitzt z/, (als Punkt von ¢o) die Gestalt



mit einem geeigneten \, € R, wodurch sich fiir die gemeinsame Lotgerade

2 0 1
C=xb+R-u=1|4+X-[2]+R-[-1
—1 1 2

ergibt; folglich erhélt man fiir den Lotfulpunkt x3 die Darstellungen

2 0 1 0 1

1 +)\2 2 +’7'2' —1 = 7 +,LL2 1

-1 1 2 -3 0
P €gs

mit geeigneten Parametern 75, ps € R und somit

1 0 —1 - —9
12 —1|-[x]|=1|s¢s
2 1 0 1o —9
Wegen
1 0 —1] =2 10 —1] =2
1 2 —1| 6 o2 —2] 4 -
2 1 0| —2/ ™21 2 9 ) 2l
10 =1 -2 10 -1 -2
o1 =1 2 |™" o1 =1 2
01 2 9 00 31| 0

erhéalt man py = 0, Ay = 2 und 7 = —2, so daf} sich
2

h=|5| = und 2
1

ergibt. Die eindeutig bestimmte Lotgerade von g und g3 ist damit

2 1
C=|5|+R-[-1] =2
1 2

GeméB a) schneidet die Gerade ¢ die Gerade g; im Punkt x; und die Ge-
rade g3 im Punkt x3; ferner steht der Richtungsvektor u von ¢ auf dem
gemeinsamen Richtungsvektor u; = uz von g; und g3 senkrecht; folglich ist
¢ ein gemeinsames Lot von ¢g; und g3. Da g; und g3 parallel sind, ist ¢ nicht
eindeutig bestimmt; fiir jedes o € R ist ndmlich

by=(ra+a-u)+R-u

ebenfalls eine gemeinsame Lotgerade von g; und g3 (mit den LotfuBipunkten
1+ - up und 3+ o - uz); wegen uy ¢ R -w gilt €, # o fir a # o,



7.23 Tm euklidischen R? sind die beiden (als windschief vorausgesetzten) Geraden

1 0 3
a=R-10 und gp=|1]+R- -1
1 0 1

zu betrachten; fiir Punkte a € g; und b € g5 gilt also

1 A 0 3 3
a=A-10] =10 und b=|1]+p-|-1]=|1—-pn
1 A 0 1 1

mit geeigneten Parametern A, ;1 € R. Die Verbindungsstrecke zwischen a und b
liegt demnach auf einer Geraden mit den Richtungsvektor

3u A 3 — A
u=b—a=|1—p| -0 = 1—pu
0 A w— A

und ist demnach genau dann parallel zur z—y—Ebene z = 0 mit dem Normalen-
vektor u = e3, wenn u o u = 0 ist; wegen

3pu— A 0
uou=0<= | 1—p |o|0]|=0<«= p—-A=0 <= pu=2A\
w—A 1

trifft dies genau fiir u = A zu. In diesem Fall ist

3 — A A=A 2\
u=|1—-p|=[1-X]=11-X],
= A A=A 0

so daf die Verbindungsstrecke von a und b die Lénge

2\
dab) = ul = | [1=2] || = V@ + -2+ 02 =
0

= /AN (1 =20+ A2) = VBAZ =2\ + 1

besitzt.
a) Wegen
d(a,b) =2 <= BAZ -2\ +1=2
= 5N -2\+1=
— BN -2\-3=
—(—2)+ —2)2—4-5-(-3 24++64
e, —EVED (53) _ 2 Vo
’ 2.5 10
2+8 2-8 3
= Alszl oder \g=—=—=

10 10 )



7.24 a)

besitzen genau die beiden Punktepaare

1 3
a1=10] eqn und by=10] € g
1 1
sowie

_3 _9

5 i
a9 = 0 SN und bg = 5 € go

3 3

5 5

die gewiinschten Eigenschaften.

Die Lange d(a,b) = v/5A? — 2\ + 1 der Verbindungsstrecke von a und b wird

genau dann minimal, wenn d(a, b)? = 5A* — 2\ + 1 minimal wird; wegen

SA2 -2\ +1=

:5.(A2_2.A.§+(§)2)_5.(%)11:

ist dies genau fiir A = % der Fall, und die minimale Lénge betrdgt demnach

Zu betrachten sind die beiden Geraden g =t; + R -y, und h =¢, + R - u,
mit

1 2 7 2
tg=11], u,=13 und th=11], u,=12
1 2 7 1

1 1
tg— 1 s Uy = -2
1 2
Zunéchst ist u, wegen
2 1
ugouy=|3)o|-2]=2-1+3-(-2)+2-2=0
2 2

und
1

2
upoup=[2]o|-2]=2-142-(-2)+1-2=0
1 2



sowohl zu u, als auch zu wu; orthogonal; ferner schneiden sich g und ¢ in
ihrem gemeinsamen Tragerpunkt s, = ¢, = t,. Fiir den Schnittpunkt s;, von
h und ¢ gilt

7 2 1 1

1 +x- (2] =(1]+p [-2

7 1 1 2
s;gh s:gﬁ

mit geeigneten Parametern A\, u € R, woraus sich das lineare Gleichungssy-

stem
2 -1

—6
2 2 |- (A> —| o
1 -2 K —6

2 —1] -6 1 1] 0
2 2 0 | ~ |2 -1]-6
1 2| -6 /)1 2| -6 /)"

ergibt; wegen

II-21
~

1 1] 0 11 10| -2
=0 =3 6| ~ [0 1| 2 | = (01| 2
0 3| -6/ 3%T\o0o 3| -6/)""\0o0| 0

ist A = —2 und g = 2 und somit

7 2 3
sn=(1]+=2-[2]|=1-3
7 1 5

Folglich ist ¢ die gemeinsame Lotgerade von g und h mit den LotfuBBpunkten
sq und sy, so daf sich fiir den Abstand d der beiden Geraden g und h dann

2
d = [lsn = s —1 V2 (42 + 2 =v36=6
4

ergibt.

Wir betrachten zunéchst eine beliebige Kugel K mit dem Mittelpunkt m
und dem Radius r, die die beiden Geraden g und % beriihrt. Bezeichnen £,
und kj, die Beriihrpunkte von g und A mit der Kugel K, so gilt

d = |[sn = soll < llkn = Kqll = [|(kn —m) = (kg —m)]|| <
< |lkn = mll + kg = ml| = r +r = 2r;

dabei geht ein, daB s, und s, die beiden Punkte auf g und h» mit dem
kleinsten Abstand sind. Folglich ist

r>

|

6
—5—3.



Wir weisen nun nach, dafl dieser kleinstmogliche Radius 7, = 3 von der
Kugel mit dem Mittelpunkt

1 3 2
mO:Sg_F—Shzl 1 + _3 — _1
2 2 1\ 5 3

realisiert wird: da mg der Mittelpunkt der Verbindungsstrecke der beiden
Lotfulpunkte s, und s;, von ¢ auf g und h ist, beriihrt die Kugel um m mit

dem Radius J
”89 - m” = ”Sh - m” = 5 =3= T'min

die beiden Geraden ¢g und A in den Punkten s, und s,.

7.25 Der Lotfulpunkt G' des Punktes

1
P=|2] eRr?
3
auf die Gerade
5 —2
g=1ts+R- -y, mit tg=17 und ug = | 3
8 2

besitzt (als Punkt der Geraden g) die Gestalt

5—2A
G=|T7T+3A\
8+2A
fiir einen Parameter A\ € R; damit ist
5—2\ 1 4 -2\
G-—P=|T7T+3X|—-12]=1[5+3AX
8+2A 3 D+2A

ein Richtungsvektor der Lotgeraden von P auf g, der allerdings auf dem Rich-
tungsvektor u, der Geraden g senkrecht stehen mufl. Aus

0=uyo(G—P)==2(4=2X)+3(5+3N)+2(5+2X) =17+17)

ergibt sich A = —1 und damit
7
G= 1|4
6

Folglich ist der Abstand d(P, g) des Punktes P von der Geraden g
6

d(P,g) =d(P,G)=||G-P|=|[2]|||=Vv62+22+32=V49=7.
3



7.26

Des weiteren besitzt die Ebene

A
E = y| €eR® |32 +2y—62=238
Z

den Normalenvektor

so dafl man fiir die Lotgerade ¢ des Punktes P auf die Ebene E die Parameter-
darstellung

1 3
{=P+R-ug=1[2]+R-| 2
3 —6
und damit fiir den LotfuSpunkt H € /¢ die Gestalt
1+3p
H=1|2+4+2u
3—6u

fiir einen Parameter p € R erhilt; wegen H € E ist
3-(1+3p)+2-(2+2p)—6-(3—6u) =38,

also —11 + 49 . = 38, woraus g = 1 und damit

4
H=| 4
-3
Folglich ist der Abstand d(P, E') des Punktes P von der Ebene F
3
dP,E)y=d(P,H)=|H-P|=|| 2 || =vV3+22+(-62=v49=T7.
—6

Insgesamt besitzt also der Punkt P sowohl von der Geraden g als auch von der
Ebene E den Abstand 7; folglich beriihrt die Kugel K um dem Mittelpunkt P
und dem Radius r = 7 die Gerade g im Punkt G und die Ebene F im Punkt H.

Im euklidischen R* betrachten wir die Ursprungsebene E = (e + €5, €3 + e4)
sowie den Punkt P = v2¢; ¢ E. Der LotfuBpunkt xy von P in der Ebene E
besitzt die Gestalt

—_= O O

OO ==
=T > >

mit geeigneten Parametern A\, p € R. Damit ist
A V2 A—V2
0

A A
Up=x9 — P = I 0 h
% 0 %



ein Richtungsvektor der Lotgeraden ¢, der allerdings auf den beiden Richtungs-
vektoren e; + e und e3 + e4 der Ebene senkrecht stehen mufl. Es ist also

A—V2 1
u lLe+ey < A o ! —O<:>>\—\/§+)\—O<:>)\—L
eLeiter p 0 /5
0 0
sowie
A—V2 0
up Leg+ey < 2 o (1) =0 <= p+p=0 <= pn=0.
W 1
L
v
Damit ist zg = %5 , und fiir den Abstand d(P, E) des Punktes P von der
0
Ebene E ergibt sich
1 1
VA |
d(P,E) = d(P,z0) = ||zo — P|| = ? = ? =
0 0

) @) e

7.27 In R* sind die beiden Geraden g =t, + R - u, und h = t; + R - uj, mit

4 1 -1 0
-2 -1 2 -1
ty = N R und tp = o |+ W= _4
5 0 3 3

gegeben. Damit besitzt jeder Punkt P, auf g die Gestalt

4 1 414+«
9 1 2—a

Fo=totarug=1 g | a1 o1 =39,
5 0 5

fiir ein a € R, und jeder Punkt P, auf h ist von der Gestalt

—1 0 -1
2 -1 2 —
3 3 3+ 303



—
fiir ein B € R; fiir den Verbindungsvektor u = P, P, ergibt sich damit

—1 44+« 55—«
~ | 2-p —2—a| 44 a—0
u=Fy—Fy= 2—6 | 3422 |-1-2a—5]"
3+ 303 ) -2+ 33

und es gilt zum einen

.

PP, lg <= ulu, < uou,=0 <=
(=b—a)-1+d+a—-0)-(-1)+(-1—-2a—p)-24+(-2+38)-0=0
<— -b—a—-4—a+f—-2—-4a—-20=0 < —6a—p=11

und zum anderen

_>

PP, lh < ulu, < uou,=0 <

(=5—a) - 0+d+a—0)- (D) +(-1—-2a—=0)-(-1)+(-2+38)-3=0
— d—-—a+pf+14+20+-6+90=0 <= a+115=09.

—)
Damit steht der Verbindungsvektor P, P}, genau dann sowohl auf g als auch auf
h senkrecht, wenn die Parameter a und ( das lineare Gleichungssystem

—6a— =11 und a+11=9

16sen, wegen
-6 —1|11 . 1 1119 .
1 1119 et \ —6 —1 |11 ) 1ver

W1119W1119 - 1 0]—-2
0 65|65 L 0O 11]1 /J1—11m\ O 1| 1

also genau fiir « = —2 und B = 1. Die sich ergebenden Punkte
44 (-2) 2 -1 -1
| —2-(=2)] |0 |l 2-1 11
Fo=lsi2. 2| = | =1 wd - Be= o 5
5 5 3+3-1 6

sind die Lotfufpunkte der gemeinsamen Lotgeraden ¢ von ¢ und h, so dal man
fiir deren Abstand

—1 2 -3

1 0 1
d(g7h>:d(Pg7Ph>:||Ph_Pg||: 1 - -1 = 2 =

6 5 1

= (=32 +12+2+12=/9+1+4+1=115

erhélt.



7.28 Fiir die im R*, versehen mit dem Standardskalarprodukt o, gegebenen Vektoren

1 —1 3 2 1
1 1 —2 3 1
Uy = 1 ) Uy = 2 ) Uz = —4 ) V1 = 1 ) Vg = 1
1 3 —6 2 1

werden die (affine) Ebene U = u; + R - ug + R - ug mit dem Tragerpunkt u; und
dem Richtungsraum (us, uz) und die (affine) Gerade V' = v; + R - vy mit dem
Tragerpunkt v; und dem Richtungsraum (vy) betrachtet; ferner ist

W:R'U2+R'U3+R'U2 = <UQ,U,3>—|—<’UQ>
die Summe der beiden Richtungsrdaume.

a) Das orthogonale Komplement W+ von W = (ug, u3,ve) in R? stimmt mit
dem Losungsraum des homogenen linearen Gleichungssystems B' -z = 0
mit der Hilfsmatrix B = (ug, uz, v2) € R¥3 iiberein; wegen

-1 1 2 3 112 3
Bl=|3 —2 —4 —¢| ™o 1 2 3] =&
1 1 1 1 III+1 0 2 3 4 II1—-2-1
—1 0 O 0 -1 0 0 0
-0 1 2 3 - 0 1 0 -1
0 0 —1 —2) "M\ o o -1 —2
ist
0
_ |1 A
w = _9 cR
1

eine Basis von W+.
b) Fiir den Abstand der beiden affinen Teilmengen U und V von R* gilt

dist(U, V') = dist(ug, vo) = ||uo — vol| ,

wobei ug € U und vy € V die Lotfulpunkte einer gemeinsamen Lotgeraden
¢ von U und V bezeichnen; diese besitzt gemifl a) den Richtungsvektor w.
Als Tragerpunkt kann der Lotfuipunkt ug € U gewihlt werden, der (als
Punkt auf U) die Gestalt

1 —1 3

1 1 —2
Uy = 1 + « 9 +ﬁ 4

1 3 —6

mit geeigneten Parametern «, § € R besitzt, wobei sich dann fiir den Lot-
fuBBpunkt vy die beiden Darstellungen

1 —1 3 0 2 1
1 1 -2 1 3 1
| T 9 +5- Y =11 St
1 3 —6 1 2 1




mit geeigneten Parametern 7, 7 € R ergeben. Wir erhalten das lineare

Gleichungssystem
-1 3 -1 0 o 1
1 -2 -1 1 ‘ Bl |2
2 -4 -1 -2 v (o]’
3 -6 -1 1 T 1
welches wegen
-1 3 -1 0|1 -1 3 -1 0|1
1 -2 -1 1 |2 T4 0O 1 -2 1 13 11211
2 —4 —1 =20 | o421, 1v+31 0 2 =3 —=2|2 | 1v-31
3 -6 -1 1|1 0 3 -4 1 |4
-1 3 -1 0 1 -1 3 -1 0 1
- 0o 1 -2 1 3 - 0 1 -2 1 3
0 0 1 —4|—-4 | v—2In 0O 0 1 —-4|-4
0O 0 2 -—-2|-5 0O 0 0 o6 |3

die Losung 7 = %, y=-=2 0= —%, o= —% besitzt; folglich ist

0 0 0

Uy = % und vy = 1 mit wug — vy = _%
0 — O 0 — _1 0 0 — 1
1 1

—3 0 —3

und damit dist(U, V) = |lug — vo|| = 3V/6.

7.29 Im euklidischen Raum R*, versehen mit dem Standardskalarprodukt o, ist die
affine Ebene X durch die Punkte

e R?

y4i D2 und 3 =

— N =
o = O O

|
—_— O = O

sowie die affine Teilmenge
Y:{wER4 | 221 —x3 =0 und x2+2x4:5}
zu betrachten.

a) Die affine Ebene X besitzt etwa den Trigerpunkt ps sowie die beiden (linear
unabhéngigen) Richtungsvektoren u; = p; — ps und uy = p3 — p, insgesamt
also die Parameterdarstellung

0 1 0
0 1 1
0 1 1



Ein Punkt s € X N'Y miifite nun zum einen wegen s € X die Gestalt

0 1 0 A
|0 1 1] A+
S=o] A T o] T e a s
0 1 1 A

mit geeigneten A\, p € R besitzen und zum anderen wegen s € Y den beiden
Gleichungen 22y — x3 = 0 und x5 + 224 = 5 geniigen; dies fithrt zu

2A—(1+X—p)=0 bzw. Adp=1
A+ p)+2A+p)=5 bzw. 3A+p) =5

und damit in 3 = 3(A+p) = 5 zu einem Widerspruch. Folglich ist XNY = ().

Ferner ist Y die Losungsmenge des inhomogenen linearen Gleichungssystems
mit der erweiterten Koeffizientenmatrix

20 -1 0]0
01 0 2|5 )"
und iiber die freien Variablen x3 und x4 ergibt sich die Parameterdarstellung

Y:t+RU3+RU4

mit
0 1 0
) . 0 12 "
t= 0 sowie uz = | 5 und  uy = 0 e R%
0 0 1

da wug, uy linear unabhéngig sind, ist auch Y eine affine Ebene. Damit
wéren X und Y genau dann parallel, wenn fiir ihre beiden Richtungsriume
(u1,us) = (ug, uy) gelten wiirde; dies ist aber wegen

(07

e[ 27 o BeR ) = fusua)

p

nicht der Fall. Folglich sind X und Y nicht parallel, insgesamt also wind-
schief.

Zur Ermittlung des Abstands von X und Y betrachten wir die Lotfulpunkte
xg € X und yg € Y einer gemeinsamen Lotgeraden ¢ von X und Y. Damit
st zum einen

Uy =

—_ = = =

0 1 0 A
|0 1 1] A+
=g A T | T A €
0 1 1 A



mit geeigneten A\, u € R und zum anderen

0 1 0 Q@
5 0 —2 5—2
w=lof T[T o |7 zaﬁ €y
0 0 1 I5)
mit geeigneten «, § € R, und fiir den Differenzvektor
A « A—
e A p |5=28 _ [Atp+28-5
T %= 1+A—pu 2 A= —-2a+1
At p g Atp—p

gilt (als Richtungsvektor von ¢) sowohl @ L X als auch u L Y, also

wou; =0 und wouy=0 sowie uwou3=0 und wouy =0.
g N o

Wegerrﬂ 1X wege;ﬂ 1Y
Wegen
A—« 1
~ B A+ p+28-5 1
womr =0 = A\ _y—oat+1]|°|1| "
Ap—p 1

— A—a)+A+pu+28-5+
+A—p—2a+1)+A+p—-p5)=0
—= 4+ p—-3a+p=4

und
A—« 0
- B At p+26—5 1]
uUoUy =0 <— N p—2a+1 o 1 =0
Apu—p 1

<~
— A+3pu+2a+p5=6
sowie

A—«
A+p+28-5
A—pu—2a+1
Adp—p
— A—a)+2A—p—2a+1)=0
— 3\ —-2u—ba=-2

uouz =0 <= =0

O O =

und
A — 0
~ B Adpu+28-5 -2
uouy =0 <= A—p—2a+1 °1 o =0
Apu—p 1

2N +p+28-5)+A+p—p5)=0
“A—pu—>58=-10

11

A+pu+28-5)—A—p—2a+1)+A+pu—0)=0



fithren diese Bedingungen auf das lineare Gleichungssystem

4 1 -3 1 A 4
1 3 2 1 wl | 6
3 -2 -5 0 ol 7| =2 |
1 -1 0 =5 3 10
wegen
4 1 -3 1| 4 1 1 0 5|10
1 3 2 1/ 6 1 3 2 1|6
3 2 5 0| -2 |wiv|3 =2 50/ -2]|"
1 -1 0 —=5|-10 4 1 -3 1| 4

1 1 0 5 10
-1 0 2 2 -4 | -4 I-1im
111—3;?\/—41 0 -5 =5 —15]-32 IIH%ISVJF%H
0 -3 -3 —19|-36

10 -1 7 12 10 -1 7 12
- 02 2 -4\ -4 ;MLI 01 1 -2 =2
00 0 —=25|-42 w-mr | 0 0 0 —25]—-42
00 0 -—25|-42 00 O 0 0
10 -1 7 10 -1 0 %
01 1 =2 —2 171 01 1 O :23—4
~ D
R 00 O 1 II+2HI 00 0 1 oH
00 O 0 00 0 01]0
ergibt sich
A 2—%—1—7
31 _
Pl 7 fiir TeR
«Q T
5) \ &
und damit
A—a . (%3+T)—7‘ . 2;‘51
do [MeE2-5) A b o) 425 -5 |
)\—,1,6—2&—'—1 (%2-7')— %3—7')—27'4—;1 —%
At p—p (g +7)+(55—7)— 35 — 5

Fiir den Abstand von X und Y erhalten wir demnach

dist(X,Y) = dist(zo,90) = |lzo — wol = ||@l| =

6

2 6
—35 25 -3
—2 -9

= 62+ (—1)2+ (=324 (-2)% = %\/5_ = %\/5




7.30 a) Fiir den Abstand d(P, Q) des Punktes P = (z) € R? zu dem in Abhingig-

keit vom Parameter a € R gegebenen Punkt ) = (Z) gilt

ar@)=1p-ol=|(320)| - V=T u-ar

Ferner besitzt die gegebene Ursprungsgerade G = R - ug mit dem Rich-

_11> den Normalenvektor ug = ug = G) der Lénge

i, = V12 + 12 = /2 und damit die Hessesche Normalform

tungsvektor ug = <

m—l—yi

G 0;
V2
fiir den Abstand d(P, G) des Punktes P zur Geraden G gilt demnach
r+y
d(P,G) = .
76) V2 ‘

Damit ergibt sich

20 —dax+2y* —day+4a® =2+ 22y +9°
22 —2zxy+y’ —4dar—4day+4a®*=0
(x—y)? —4da(r+y)+4a®>=0.

PeM, < d(P,Q)=dPG)
rT+y
= r—a)P+(y—a)?=
V(e —a)+(y—a) 7
2
2 2 Tty
<~ (r—a)'+(y—a) =
w0+ = (2
2 2 2
= x2—2am+a2—|—y2—2ay+a2:$ + ;y—Fy
<~
—
<~

b) Mit Hilfe der in a) ermittelten Gleichung fiir die Menge M, ergibt sich

(%“) eM, < (v,—07—4a(v,+0)+4a>=0 <

= 2 —davg+4a* =0 <= (v,—2a)’ =0 <= v, =2a

sowie

(u())) eEM, <= (0—w,)* —4a(0+w,)+4a®>=0 <
= wl—daw,+4a> =0 <= (w, —2a)’ =0 <= w, =2a.
c) Fiir a = 0 besitzt die Menge M, die Gleichung

(x—y)*=0 und damit x—y=0,



und stellt demnach eine (Ursprungs—)Gerade dar. Ist nun umgekehrt M,

eine Gerade, so enthélt M, mit den beiden Punkten (%a) und <£ ) auch

deren Mittelpunkt

11 v, n 0 _ 1 ](2a n 0 _[a
2 0 wae )| b) 2 0 20| \a)’
und iiber die in a) ermittelte Gleichung ergibt sich
(a—a)?—4a(a+a)+4a®>=0  bzw. —4a®>=0

und demnach a = 0.

7.31 Bei dem in euklidischen Ebene R? gegebenen Dreieck mit den Eckpunkten

) () ()

handelt es sich wegen

(B—A)o(C—A) = (g>o<(2)> ~0

um ein rechtwinkliges Dreieck mit dem rechten Winkel in A, also den Katheten
AB und AC sowie der Hypotenuse BC.

a)

Der Schwerpunkt S eines Dreiecks ergibt sich aus den Ecken A, B und C

iiber A
SZM:L 4 _ (3 )
3 3 \2 2

Der Umbkreis eines rechtwinkligen Dreiecks stimmt mit dem Thaleskreis iiber
der Hypotenuse iiberein; der Umkreismittelpunkt U ist demnach der Mit-
telpunkt der Hypotenuse, also

=231 (0)-()

Ferner sind die beiden Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks auch zwei
seiner Hohen; der Hohenschnittpunkt H ist demnach die der Hypotenuse

gegeniiberliegende Ecke, also
0
noa- ()
Wir betrachten die Gerade
g = {(;) €R2|x—2y:0};

wegen % -2 % = 0 liegt S auf g, wegen 2 — 2 -1 = 0 liegt U auf ¢, und
wegen 0 — 2 -0 = 0 liegt auch H auf g. Folglich liegen alle drei Punkte auf
einer gemeinsamen Geraden.




7.32 a)

Die Gerade BC besitzt den Tréagerpunkt B = (g

0 4 —4
-8 (3)- ()= ()
und damit den Normalenvektor

o <i) der Linge [l = V3 + 42 = V25 = 5,

) und den Richtungsvektor

so dafl man fiir BC' die Gleichung

ﬁo(g):ﬂoB bzw. 3r+4y =12

und wegen v o B = 12 > 0 die Hessesche Normalform

3r+4y—12

BC
5

0

erhilt. Als Abstand d(P, BC') des Punktes P = (t

t) € R? mit t € R von

der Geraden BC erhilt man damit

3-t+4-t—12| |7t—12
5 n 5 '

d(P, BC) = '

Beim Inkreismittelpunkt I handelt es sich um denjenigen Punkt im Innern
des gegebenen Dreiecks ABC, der von den drei Seiten AB, BC' und C'A

denselben Abstand besitzt; damit liegt I = im 1. Quadraten, seine

s
t
Koordinaten s und ¢ sind also positiv. Bei der Geraden AB bzw. C'A durch
den Ursprung A = (8) sowie den Punkt B = (3) bzw. C' = (g) handelt

es sich um die z—Achse bzw. die y—Achse mit der Hesseschen Normalform
AB : y=0 bzw. CA : z=0,
woraus sich fiir die Abstédnde des Punktes I von AB und AC
d(I,AB) = |t| S t und d(I,CA)=|s| = s

s>0

ergibt. Aus d(I, AB) = d(I,CA) folgt t = s und damit I = (t), so daf sich

t
unter Verwendung des Ergebnisses von a) dann

d(I,BC) = d(I, AB) '7t—12‘

7Tt—12=5¢t oder 7t—12= -5t
2t =12 oder 12t =12
t=6 oder t=1;

rrert 1



da der Punkt [ offensichtlich nur fiir ¢ = 1 im Innern des Dreiecks ABC

liegt, ist [ = der Inkreismittelpunkt, und fiir den Inkreisradius gilt

1
1
r=d(I,AB) = d(I, BC) = d(I,CA) = 1.

Fir die Punkte

B = (O) cCA  ud O = (1> c AB

1 0
gilt
)= -1 = [ () = 1=
und
ar.ey=le-11= ()| 1=+

damit ist B’ bzw. C” der Beriithrpunkt des Inkreises mit der Dreiecksseite
CA bzw. AB. Dagegen besitzt der Berithrpunkt A’ des Inkreises mit der
Dreiecksseite BC = B + R - u die Gestalt

wemonan (N on (3= (51

fiir ein A € R; dabei mufl aber der Richtungsvektor

o= () (0=

von I nach A" auf dem Richtungsvektor u der Dreiecksseite BC' senkrecht
stehen, woraus sich

0= (A —I)ou= <§;il>1\>o(_34):

=—4(3—4N)+33BA=1)=—15+ 25\,

also 25 A = 15 bzw. \ = %, und damit A’ = < ergibt.

utout|co
N—

Die Gerade AA’ besitzt den Tragerpunkt A = (8) und den Richtungsvektor

wera=(1)-0)= (),

also den Normalenvektor us = (—98) und damit die Gleichung

ﬂAo<§>:ﬂAoA bzw. 9z — 8y = 0.



7.33 a)

Die Gerade BB’ besitzt den Tragerpunkt B = (

tor

3) und den Richtungsvek-

wer-0-()-()- ()

le) und damit die Gleichung

also den Normalenvektor ug = (
- x -
uBO(y):uBOB bzw. r+4y=4.

Die Gerade C'C" besitzt den Tragerpunkt C' = (g

v ()-()-(4)

also den Normalenvektor ue = (i’) und damit die Gleichung

) und den Richtungsvektor

tc o (5) —UcoC  bzw. 3z4y=3.

Der Punkt P = ;) € R? liegt nun genau dann auf den drei Geraden AA’,

BB’ und CC" wenn seine Koordinaten z und y den drei Gleichungen
9z — 8y =0, r+4y =4 und 3r+y=23

geniigt. Wegen

9 -8 0 1 4] 4 1 4| 4
1 4] 4)~13 1|30 -11] -9 s
3 1 3 9 B 0 I11-91 O _44 —36 II1—411
1 4] 4 1 4| 4 1ol &
~ 11 -9 | -~ 01| & |~ 01|
o ol o/ \oo|lo0o/)"™\ool 0

8
ist dies genau der Punkt P = (191).

11

Sei K7 der Kreis mit Mittelpunkt M; = (—%, %) und Radius r; = %\/5,
wegen

AP, M) = My~ Pl = | (-3 I = /(-1 + (3 = /s =n

und

d(R, M) = My~ R = || (=5, -2 | = /(-1 + (-3’ = 1 =n




liegen die beiden Punkte P und R auf dem Kreis K. Ferner erhélt man
fiir den Richtungsvektor R — () der Geraden QR und den Richtungsvektor
R — M, der Geraden MR

(R_Q)O(R_Ml) = (_171)0 (%7%) :07
so daf§ R der LotfuBBpunkt von M; auf die Gerade QR ist; folglich beriihrt
K, die Gerade QR im Punkte R.

Veranschaulicht man sich die gegebene Situation anhand einer Skizze, so
erkennt man, daf es sich bei K5 um den Kreis mit Mittelpunkt My = (%, O)
und Radius 7, = % sowie bei K3 um den Kreis mit Mittelpunkt M3 = (1,1)
und dem Radius r3 = 1 handeln muf}; wir weisen diese Behauptungen durch
Rechnung nach:

e Wegen

=

d(Q, M) = [ Mo = Q| = || (=5,0) | = 5 =12
und
d(P, M) = [|My = P|| = || (3.0) [| = 3 =2
liegen die beiden Punkte @ und P auf K5; da ferner fiir den Abstand
des Mittelpunkts My von der Hochwertachse RP

d(Msy, RP) = % =7y
gilt, ist RP die Tangente an Ky im Punkte P.
e Wegen
d(R, Ms) = |Ms — R[] = [[(1,0) [ = 1 =73
und

d(Q, Ms) = ||[Ms = Q| =1 (0, 1) | =1 =y
liegen die beiden Punkte R und () auf K3; da ferner fiir den Abstand
des Mittelpunkts M3 von der Rechtswertachse PQ)

d(Mg,PQ) =1= T3
gilt, ist PQ die Tangente an K3 im Punkte Q).
Als Gleichungen fiir die beiden Kreise Ky und K3 ergeben sich dann

K ={(e,y) R | (w = 1)" +y2 = 1}
und
Ks={(z,y) eR*[(z = 1)’ + (y = 1)* = 1}.
Fiir den Kreis K; erhélt man die Gleichung
Ky ={(z,y) eR* [ (x+3)*+ (y— 5)" = 3} -

Fiir einen Schnittpunkt S = (zg,ys) € R? von K; und K, gilt damit zum
einen

(es+3) "+ (s =) =1,
also
x§+x5+y§—y5:0, (1)

und zum anderen
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also
2% — x5+ y% = 0; (2)

zieht man nun (2) von (1) ab, so erhélt man 2xg — ys = 0, also ys = 2 zg,
woraus sich iiber (2) dann
2
5

0=a%— 25+ (225)" =522 — 25 = bag (vs — 1),

also x5 = 0 (mit ys = 0) oder zg = 1 (mit yg = £) ergibt. Eine Probe

bestétigt, dafl die beiden ermittelten Punkte
$1=(0,0) wnd 8 =33
tatséchlich auf den beiden Kreisen K; und K liegen. Wegen

d(S1, Ms) = | Mz = Sil| = | (1, 1) || = VI2+ 1% = V2 £ 1y

ist 51 ¢ K3, wihrend aufgrund von
2 2
4052, 205) = M — Sall = | (3. ) = /()P + ()P =1 =1,
ist Sy € K3 gilt; damit ist B = S5.

In der euklidischen Ebene R?, versehen mit dem Standardskalarprodukt o,

ist fiir zwei verschiedene Punkte a = (al) , b= <bl> € R? die Menge

a2 by

M, = {z € R? | dist(a, z) = dist(b,z) }

aller Punkte x = (il) € R? zu betrachten, die von a und b denselben
2

Abstand dist(a, z) = dist(b, z) haben. Fiir alle z € R? gilt dabei

reM,, <= dist(a,z)=dist(b,z)
= la—zf| = [lb— |
= Ja—z|"=b—a
<— (a—x)o(a—z)=(b—x)o(b—1)
< ao(a—z)—xo(a—x)=bo(b—x)—z0(b—1x)
<< aoa—aoxr—xroa+rox =
=bob—boxr—zob+zox
< aoa—2-aox=bob—2-box
< (2b)ox—(2a)oxz=bob—aoca
<~ (2(b—a)ox=bob—aoca
= 2(bi—a)x1+2(by — ag) za = [|b[]* — ||,

und damit ist

May = {x € R? [ 2(by — a1) 21 + 2 (ba — az) 22 = ||b]]> — [|a||*} -



ma

b) Der Umkreismittelpunkt m = ( ) € R? des Dreiecks mit den Eckpunkten

mo

=) 0-() - (e

hat von den drei Punkten a, b und ¢ denselben Abstand, es gilt also
m € Mgy und m € M.,

woraus aus dist(a, m) = dist(b, m) und dist(a, m) = dist(c, m) automatisch
dist(b, m) = dist(c, m), also m € M, ., folgt. Mit

lall* = 5% + 3% =34, [b]* =4 +4% =32, [lc[*=(=3)* + (-3)* =18
ergibt sich geméif a) also

m € Ma,b g 2(b1 —al)ml +2(bg —CLQ) Mo = I|b||2 — ||CL||2
= 2(4—5)my+2(4—3)my =32 34
< “2m+2my=-2 << mp—my=1

und

me M,, < 2(c1—a)m+2(ca—az)my=|c|*—|al?
= 2(=3-5)mi+2(=3—3)my=18— 34
— —16m;—12my=—-16 <= 4m;+ 3my =4,

insgesamt damit m; = 1 und my = 0, also m = <(1)> € R2.

7.35 Im euklidischen Raum R3, versehen mit dem Standardskalarprodukt, betrachten
wir die vier Punkte

2 5! 4 3
A=\|1]), B=|2], C=1]5 und D=1{3];
0 0 0 1

die Koordinaten seien mit xy, xs, x3 bezeichnet.

a) Fiir zwei Punkte P, Q € R® mit P # @Q stimmt die Menge aller Punkte X
von R?, die von P und @ denselben Abstand besitzen, mit der Mittelsenk-
rechten Mpg von P und () tiberein; dabei ist Mpg die (Hyper—)Ebene mit

dem Tréagerpunkt # und dem Normalenvektor ) — P. Wegen
3,5 3
A+ B ’ -
t, = —i2_ = 1,5 und ulzB—A: 1
0 0

besitzt die Mittelsenkrechte M 5 von A und B die Gleichung

Mig : wox=u oty bzw. 3x1+ 29 = 12,



und wegen

A+ C

to 5

S W W

2
und uw,=C—-A= 1[4
0

besitzt die Mittelsenkrechte Mo von A und C' die Gleichung
Musc : Usox =Tuyoty bzw. 2x1 +4xy = 18.

Fiir die gesuchte Menge ¢ aller Punkte X von R3, die von A, B und C
denselben Abstand besitzen, gilt nun

g = Musp N Myc,

und damit stimmt g mit der Losungsmenge des linearen Gleichungssystems
mit der erweiterten Koeffizientenmatrix

31012Wl209W
2 4 018 111 3 1 012 ) m-ar

1 2 0] 9 W1209\/91003
0 =5 0]-15/) g\ O 1 03 /)12m\0 1 0]3

iiberein. Folglich ist

eine (affine) Gerade.

Der Mittelpunkt M der Umkugel des Tetraeders mit den Ecken A, B, C', D
ist derjenige Punkt auf g, der von den Punkten A (und damit auch von B
und C') und D denselben Abstand besitzt; fiir den Radius r der Umkugel
gilt dann

dist(A, M) = r = dist(D, M).

Wegen M € g ergibt sich die Gestalt

3 0 3
M=13]+X-{0] =13
0 1 A
fiir ein geeignetes A € R, wobei wegen
1
dist(A, M) = | M — A = 21| =v5h+ A
A
und
0
dist(D, M) = |M — D|| = 0 =|A—1]
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dann
VE+X2 =|A—1 bzw. 5+X=A—-12=) -2\ +1,
also 2\ = —4 bzw. A = —2 gilt. Wir erhalten also
3

M=13 und 7 =+/5+(-2)2=V9=3.

—2

Die Eckpunkte A, B und C' des Tetraeders liegen auf der z;—rs—Ebene mit
der Gleichung x3 = 0; da sich nun der vierte Eckpunkt D oberhalb und der
Mittelpunkt M der Umkugel unterhalb der x1—zs—Ebene befindet, kann M
nicht im Inneren des Tetraeders liegen.

Die gegebene Gerade g C R? mit der Gleichung x + y = 2 besitzt den
Normalenvektor 1, = G), fiir die Lotgerade ¢ des Punktes P = <§) auf

g ergibt sich somit die Parameterdarstellung

(=P+R-T, = <‘;>+RG>

Der LotfuBBpunkt L von P auf g besitzt nun wegen L € ¢ die Gestalt

x 1 x+ A
L frnd . —
(y> 4 (1> (y + A)
fiir ein A € R, wobei wegen L € g dann

2 r—
(z+ N+ (y+A)=2  und damit A:#

gilt; fiir den an der Geraden g gespiegelten Punkt S(P) ergibt sich somit

S(P):P+2(L—P):2L—P:2(gi;)—@) _

(2N (x+(2-xz—-y)\ (2—-vy
C\y+2)) \y+@2-—x—-y)) \2—z)°
Auf der gegebenen Geraden g; mit der Gleichung 2x —y = 1 liegen etwa die

beiden Punkte

damit ist g; die Verbindungsgerade von ) und R, die gespiegelte Gerade
g2 = S(g1) folglich die Verbindungsgerade der beiden gespiegelten Punkte

- (1)) = sw-()-()

Somit besitzt go den Trigerpunkt S(Q) sowie den Richtungsvektor

u=str)-5@= (1)~ (3) = (33)



und damit den Normalenvektor

so dafl sich fiir g, die Gleichung

ut o (‘;) =utoS(Q) bzw. x—2y=-1

ergibt.
7.37 Die gegebene Ebene F = {z € R® | 22, + 25 + 223 = 5} besitzt den Normalen-
2 P1
vektor ug = | 1 |. Damit ist der Bildpunkt f(p) des Punktes p = | p» | € R?
2 p3

unter der Orthogonalprojektion f : R* — R?® auf die Ebene E aber genau der
Schnittpunkt der Geraden ¢ = p+ R - ug (also der Lotgeraden des Punktes p auf
die Ebene E) mit der Ebene E selbst. Damit ist

P1 + 2 )\p
flp)=p+X,-ug=| p2+A, | €¢
p3+2A,
fiir einen geeigneten Parameter A\, € R, wobei wegen f(p) € E dann
2(p14+2X0) + (p2+ X)) +2(ps +2X,) =5,
also
2p1+p2+2ps+9X, =5 bzw. )\p:—%m—%m—%ps—l-é

gilt. Folglich erhélt man

y41 2
Jo)=p+X-Tp=|p2 |+ (=5 —gp2—5pst3) |1 =
P3 2
5 2 4 10 5 2 4 10
T AT B AN (AW
= —4§p1+2§pz—5§p3+1§0 = —g 52 —55 D2 | + 150 )
—gb1—gP2tgps+ 5 -3 79 9 P3 9
also f(p) = A-p+t mit
5 _2 _4 10
9 9 9 9
A=|-2 & _2| cR® und t=1[2]eR?
i % 5 i
9 9 9 9

7.38 Die zu betrachtende Orthogonalprojektion f : F — H von der Ebene E auf die
Ebene H mit
E:z2=0 und H:z24+y+z2z=1



bildet (als die Parallelprojektion lings der Normelenrichtung von H) einen Punkt

1
p € E auf dessen Lotfupunkt in H ab; dabei ist uy = | 1 | ein Normalenvektor
1
T
von H. Fiir den Punkt p = |y | € F besitzt f(p) als Punkt der Lotgerade
0
¢ =p+R-uy die Gestalt
x 1 T+ A\
fo)=y|l+XN- 1] =|yt+N
0 1 Ap

fiir ein geeignetes A\, € R, wobei sich wegen f(p) € H

(T + )+ (y+A) + A =1, also 3\, +x+y=1,

und damit
1 1 1
M= T3 TRyt
ergibt. Folglich erhalt man
1 1 1 2 1 1
A T G S L A D Ot
Fluf=\vosr vt | =\ gt qvrg ) =
0 —3T—3Yt3 —3T—3Yt3
%133_%2?/ % §1 _2% T %
B O 5 I 3 Rl S A (y>+ i)
—3¥ T3 3 3 "3 3
so dafl mit der Wahl von
2 1 1
3 3 3
A=|—3 %)GRSXQ und v=|3 e R3
L _1 1
3 73 3
dann
x . x
fly :A-(y)+v fiir alle yl ek
0 0
gilt.

7.39 a) Die Losungsmenge U C R? der inhomogenen linearen Gleichung

20 —y+z2=1
mit den beiden freien Variablen y und z ist eine Ebene mit dem Tragerpunkt
0
v = 0] € R? sowie den beiden linear unabhingigen Richtungsvektoren

1



1 -1
=12l unduy=1{ 0 € R3?; sie besitzt also die Parameterdarstellung
0 2
0 1 -1
U=|0]+R- 2] +R-| O
1 0 2

Der zu U parallele Untervektorraum U, C R3 ist der Losungsraum der
zugehorigen homogenen linearen Gleichung

20 —y+2=0

2
und besitzt demnach den Normalenvektor & = | —1 | € R3. Der Lotfufl-
1
punkt py des Punktes p € R auf der Ebene Uj besitzt (als Punkt auf der
Lotgeraden von p auf Up) die Gestalt

T 2 T4+ 2\
p=ptAu=|y|+A-|-1]=[y—A
z 1 P

mit einem geeigneten \ € R, wobei sich wegen py € Uy dann
2@ +2N)—(y—AN)+(z+XN) =0,

also

—2r+y—=z
20 —y+24+6A=0 bzw. )\:Ty
und somit
x 2. 2t 2r+2y— 2z
po=| y- T | = | fat iyt gz
z—l—% —2r+iy+ 2z

ergibt; der Bildpunkt Sy(p) von p unter der Spiegelung Sy : R?* — R? an der
Ebene U ist

So(p) = p+(o—p)+@o—p) =2po—p
——
=Po
S U SRR v as i
= 2| Zz+2y+iz | —|y|=| 32+3y+32

_2 1 5 “ _2 1 2
6x+6y+6z 3x+3y+32
1 2 _2
3 3 3 T
_ |z 2 1 Y
= 3 3 3 y| =M-p
_2 1 2 z
3 3 3



mit der Matrix

-1 2z _z2
3 3 3
— 2 2 1 3x3
M=|2 2 L [eRr™
-2 1 2
3 3 3

c) Zu betrachten ist die Spiegelung
S:R* =R} Sp)=A-p+t,

mit A € R*3 und ¢t € R? an der affinen Ebene U = v + U, mit dem
Trigerpunkt v € R3. Fiir jeden Punkt p € R?® mit dem Spiegelpunkt S(p)
geht damit S(p) — v aus p — v durch Spiegelung an der Ursprungsebene U
hervor, und wir erhalten

Sp)—v=S8@p-v)=M-(p—v)=M-p—M-v
und damit
Sp)=M-p—M-v)+v=M-p+ (E3— M) -v.

Folglich ergibt sich fiir die affine Abbildung S die Matrix

1 2 _2
3 3 3
— — 2 2 1 3x3
A=M = 5 3 3 eR
_2 1 2
3 3 3
sowie der Vektor
4 _2 2 2
3 3 3 0 3
—(Bae M)ov=|—2 1 _1 B 3
t=(E3—M)-v= 5 3 3 0] = s | €R”
2 1 1 1 1
3 3 3

) @) el

und A mit den Eckpunkten
~ 0 ~ -2 ~ —2
A_(g)’ B_<1> und C—(7>

a) Fir die beiden Dreiecke A und A ergibt sich die folgende Skizze:

gegeben.



Die drei Punkte A, B, C bilden das (gemé8 a) nicht ausgeartete) Dreieck A,
also ein affines Koordinatensystem von R?; damit existiert aber nach dem
Prinzip der affinen Fortsetzung genau eine affine Abbildung

FiRP=R? mit  f(A)=A, f(B)=B und f(C)=C.

Fiir die Matrix M € R?*? und den Vektor ¢ € R?* mit f(z) = M - x + ¢t fiir
alle z € R? gilt damit

M-A+t=A, M-B+t=20B und M- C+t=C.

Wegen A = 0 ist zunéchst

woraus sich dann
~ -2 0 -2
wp=B-t = (V)= (5)= ()

und damit
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ergibt; wegen

—1
3 4 . 34\ 1 (1 -4\ o
(O 1> € GLy(R) mit (0 1) =3 (0 3 ) eR

erhilt man schlielich

-1
-2 -2 3 4 -2 =2 i -4 -2 2
- . = . 3 3 — 3 3 2x2
A4“(—8 —2) (0 1) (—8 —2> (0 '1> (—% B)eR

Die drei Richtungsvektoren

1 1 0
w=P-bB=2]-[1]=1(1],
2 1 1
2 1 1
UQZPQ—PQZ 31—11] =12
2 1 1
und
-3 1 —4
us=Pys—Po=| 0| -[1]=[-1
3 1 2

vom Punkt Fy zu den Punkten P, P, und P; sind wegen

01 —4
det (ug,up,uz) =1 2 —1| = (0—1—4)—(—8+0+2)=1+#0
11

Sarrus
2

eine Basis des R?, insbesondere also linear unabhiingig; damit sind aber die
Punkte Py, P, P, und Ps in keiner affinen Ebene (der Dimension 2) des R3
enthalten.

Gemif a) bilden Py, Py, Py, P ein affines Koordinatensystem des R3, weswe-
gen es zu je vier Punkten Qp, Q1, Q2, @3 des R3 genau eine affine Abbildung
Y :R =R, ¢(z) = A-x+ b, mit einer Matrix A € R3*3 und einen Vektor
b € R? gibt, fiir die

V(R) =Qo, »(P)=0Q1, Y(P)=Q: und ¥(F)=0Qs3
gilt; dabei ist hier

0 1 0 0
Qo=10],Qi=(0],Q=|1],Q3=1]0
0 0 0 1

(Es sei angemerkt, dafl hier auch die Richtungsvektoren w; = Q1 — Qo = ey,
wy = Q2 — Qo = e und w3z = Q3 — Qp = e3 vom Punkt )y zu den Punkten
Q1, Q2 und Q3 eine Basis des R? sind, weswegen auch Qq, Q1, Q2, Q3 ein
affines Koordinatensystem des R? bilden und folglich die affine Abbildung
¥ sogar bijektiv ist.)
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Fiir die Matrix A € R**3 und den Vektor b € R? ergibt sich zunéichst

A-P+b = Y(F) = Qo
A-Pi+b = Y(P) =@
A-Po+b = (P) =0
A-Py+b = Y(P) =Qs
sowie durch Differenzbildung dann
A-(PL—DB) =0Q1— Qo, also A-uy = ey,
A (P PO) Q2 Qo, also A-ug = ey,
A- (Pg—P()) Qg—Qg, also A'U3:63.
Mit B = (uy, ug, u3) € GL3(R) und E3 = (e1, e, €3) € R3*3 erhilt man also

A-B=A- (u17u27u3) = (A‘U17A'U27A'U3) = (61762763) = Fj3
und folglich

1 B 5 —-6 7
A=B"'= B=|-3 4 —4
det(B) 11 1
sowie damit
0 5 —6 7 1 —6
b=Qo—A-FPb=101—-1-3 4 —4|-|1]=1| 3
0 -1 1 -1 1 1

Im euklidischen R? sind die Punkte

w= (). m=(3) wa w- ()
v= (1) n=(1) e = ()

zu betrachten. Da

1 0
i =ar—a= | und uy =ag —ag = 1

linear unabhéngig sind, bilden die Punkte ag, a;, a2 ein Dreieck, also ein
affines Koordinatensystem von R?; damit existiert aber nach dem Prinzip
der affinen Fortsetzung genau eine affine Abbildung

sowie

fiR* = R® mit f(ag) =bo, flar)=b und f(az) = bs.

Fiir die Matrix A € R?*? und den Vektor b € R? mit f(z) = A -z + b fiir
alle x € R? gilt damit

A~a0+b:b0, A'a1+b:bl und A'(I2—|—b:b2;



wegen ag = 0 ist zunéchst

b:@p:G)eR{

und wegen a; = e; und ay = e folgt dann

s - ()-()-(3)
vt - ()-()-()

A:A'EQZA-(Gl,GQ): (A'el,A'QQ): (_01 (1)) Gszz.

und damit

Wegen

-1 0
o 1= 170

ist die Matrix A € GLy(R) invertierbar, und damit ist die affine Abbildung
f : R? — R? bijektiv.

b) Wir betrachten die Lage der beiden Dreiecke mit den Eckpunkten ag, a;, as
sowie by, by, by in der Ebene:

det(A) =

ba

a2

by bo

Qo (03]

Wir betrachten

e die Achsenspiegelung s : R? — R? an der Achse a = ((1)) +R- ((1)),

e die Parallelverschiebung p : R? — R? um den Vektor v = (?),



damit ist po s : R? — R? die Gleitspiegelung mit der Spiegelachse a und
dem dazu parallelen Schubvektor v. Wegen

orar=s(:() - () - ()
orsor=s(:() - () - ()
orsor=s(:() - () - ()

stimmen die beiden affinen Abbildungen f : R? — R? und po s : R? — R?
auf dem Dreieck ag, a1, as von R? iiberein, und nach dem Prinzip der affinen
Fortsetzung folgt f = p o s; damit ist f die oben beschriebene Gleitspiege-
lung, insbesondere also eine Bewegung des R2.

Zu diesem Ergebnis kann man auch rein rechnerisch gelangen: Wegen

s () ) -

ist die Matrix A € O2(R) von a) sogar orthogonal, und damit ist die affine
Abbildung f : R? — R? eine Bewegung. Wegen det(A) = —1 gemif a) ist
A genauer eine Spiegelungsmatrix, und damit beschreibt f : R? — R? eine
Gleitspiegelung in R?; sei a = t + R - u die Spiegelachse sowie v = « - u der
Schubvektor von f. Wegen

G IORORE

ist ey ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A = 1, und wir kénnen

U= ey = ((1)) e R? mit ut = (_01) € R?

wéhlen. Wir zerlegen

b= @ - (§)+® — (=) ut 1w

damit ist v = 1 - u, und wegen

mealen = (202) o= ()

gewahlt werden; damit ist

f@)=A-z+b=A-o+((-2)-u' +1-u) =
:A.x+(E2—A).t+u: S'(x—t)—l—t 4 u
~— ~~

Achsenspiegelung an a Verschiebung um v

fiir alle x € R2.
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Eine Drehung f der euklidischen Ebene R? mit dem Drehzentrum z besitzt
die Gestalt

fle)=D, - (x—2)+2=D,-x+ (E—D,) -z

fiir alle 2 € R?; dabei sei D, die Drehmatrix zum Drehwinkel ¢ € [0;27].
Da D, insbesondere eine orthogonale Matrix ist, gilt || D,, - v|| = ||v|| fiir alle
v € R?, und wir erhalten damit

1f(p) =zl =[[(Dy- (p—2) +2) =zl = |Dy - (p = 2)| = [Ip — |
fiir alle p € R2.

Wir ermitteln zunsichst die notwendige Gestalt einer Drehmatrix A € R?*?
und eines Vektors ¢t € R?, so dafl die damit gegebene Drehung

[R5 R? f(zr)=A-x+t,

die geforderten Eigenschaften f(p) = p’ und f(q) = ¢ fiir die Punkte

() =) () ()

besitzt, und {iberpriifen danach, ob die gefundene Abbildung tatséchlich das
Gewiinschte leistet. Wegen p/ = f(p) = A-p+tund ¢ = f(q) = A-q+1t
ergibt sich durch Differenzbildung A - (p — ¢) = p’ — ¢/, wobei A = D,, fiir
ein geeignetes ¢ € [0; 27[ ist; damit erhdlt man

cosp —sing\ (15 (15
sing  cosp -2/ \ 2 )
—— =

N J/

:4 =p—q =p’'—¢
also das Gleichungssystem
) %-Cosgo + 2-sinp = %
(1) S.sing — 2-cosp = 2
woraus mit 3 (I) —4 - (IT) zum einen % - cos ¢ = —1, also cos p = —5=, und

mit 4 - (I) + 3 - (II) zum anderen 2 -sin ¢ = 12, also sin ¢ = 2¢, folgt. Damit

2 257
ist zunéchst

7 4
% o 25 24 -7
und damit

o (-1 i -7 =24 _ 7T\
rear=(3) - (6l F) () -
(-1 (-1 _ (0O
3 7)) \—-4)°
Wir iiberpriifen nun, ob die in Frage kommende affine Abbildung

R = R?  f(z)=A 2+t
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1 -7 =24 0
A—2—5-<24 _7) und t—(_4>

eine Drehung mit den gewiinschten Eigenschaften ist, und bestimmen dann
das Drehzentrum z. Zunichst ist A € R?*? eine orthogonale Matrix mit
det(A) = 1 und folglich eine Drehmatrix; damit ist f eine Drehung der
euklidischen Ebene, und es gilt

s -amre= g (57 ) (0) (4 -
Fa)=Aqri— L. (;47 —_274> | (515) " (_04) _
(B0 (1)

Zur Bestimmung des Drehzentrums z € R? von f 16sen wir die aus der
allgemeinen Gestalt einer Drehung gewonnene Gleichung t = (E'— D) - z
auf und erhalten wegen

st G5 )G 9)

_B (4 3725 1 4 -3y 1
~ 8 \-34) 8 25 \3 4) 38

= (E-D,) " -t= % (;1 _43> : (_04) = (1_2) -

Eine affine Abbildung f : R? — R? ist durch die Abbildungsvorschrift der
Form f(z) = A -z + b mit einer Abbildungsmatrix A € R?*? und einem
Vektor b € R? charakterisiert; es sei

A= (an &12) and _ (bl) .
Q21 Qg2 by

Dabei gilt zum einen
Iy (2 air a1 1 bi _ (2
10)-06) = (o) 0)+@)-6) =

= () ()=6) = ()-G=%)

5 7)

schlieBilich



und zum anderen
0 . —2 ayjp a2 0 b1 . —2
(1) =(5) = G ) () () -(3) =
a12 b1 . -2 a2\ -2 — b1
= () ()= () = (2) - (570).
und wir erhalten fiir f die Abbildungsmatrix

_ 2_bl _2_b1 2x2
A_<3—b2 —2—b2) €k

bei beliebigem Vektor b = (Zl) € R?. Nach Vorgabe bilden diese affinen
2

Abbildungen das Punktepaar

(o) ot () vomvsant [ (6) = G) =] (5)] =2

auf das Punktepaar

() = (3) s |- (-]

ab und sind damit nicht abstandserhaltend, also keine Bewegungen.
Fiir die gegebene Abbildung g : R? — R? gilt

x\ _ (y+d\ [y 5y _ (0 1\ (= S
o(0)= ()= () ()= (o) ()G
fiir alle (g) € R?; damit ist g eine affine Abbildung mit der Abbildungsma-

10
ist S eine orthogonale Matrix und folglich g eine Bewegung des R?.

trix S = (O 1> € R?*2 und dem Vektor v = (g) € R2. Wegen ST-S = E,

Da die orthogonale Matrix S € O3(R) wegen ST = S zudem symmetrisch
ist, beschreibt die lineare Abbildung (g : R*? — R?, flg(x) = S -, eine
Spiegelung am Eigenraum Eig(.S, 1) von S zum Eigenwert A\ = 1; wegen

-1 1 -1 1 . 1
S—l-E2—<1 _1)1?:1(0 O> ist u—(l)

eine Basis von Eig(S, 1), und (g ist die Achsenspiegelung an der Ursprungs-
geraden R - u. Folglich ist g eine Gleitspiegelung mit der dazu parallelen
Spiegelungsgeraden ¢ + R - v mit dem Trégerpunkt ¢ und dem Translations-
vektor « - u fiir ein o € R, und es gilt

) - () o

~
Achsenspiegelung an t+R-u Translation um a-u

= S-(§)+((E2—S)-t+a-u)

[

-~
=v



fiir alle (Z:) € R?. Damit ist
(B —8)-t+a-u=v bzw. (B —8)-t=v—a-u
mit

Ey—S= -l eR*? und v—a-u= -« e R%
1 1 2—«

dieses inhomogenen lineare Gleichungssystem ist wegen

1 —-1|5—« 1 -1 -«
<E2_S|U_Oé‘u)—(—1 1 2—a)n+1(0 0 7—204)

genau dann losbar, wenn 7—2 a = 0 gilt, also fiir o = Z, und als eine spezielle

Losung ergibt sich t = ( 6) Zusammenfassend ist g die Gleitspiegelung mit

3 7
der Spiegelungsachse ((2)) ( ) und dem Translationsvektor <%>
2

7.45 a) Fir die Seitenlingen des Dreiecks A mit den Eckpunkten

(4 (4 (0 9
(o) =) =)
ergibt sich

o0 =0((3) (3)) =10) - () =[(5)] =

e =0((o)- () =[6) - )=o) =+
wo=4((5)- () =16 - )= Gl -2

fiir die Seitenléngen des Dreiecks A’ mit den Eckpunkten

EERECRRCREC
ren-s((3). ()-16)- G-I

\)



Eine Bewegung f : R? — R? ist eine Kongruenzabbildung der euklidischen
Ebene; insbesondere ist f abstandserhaltend, fiir alle p, ¢ € R? gilt also
d(f(p), f(q)) = d(p,q). Damit muf eine Bewegung f : R* — R?, die das
Dreieck A auf das Dreieck A’ abbildet, notwendig die Eckpunkte von A
so auf die Eckpunkte von A’ {iberfiithren, daf3 die kurze bzw. mittlere bzw.
lange Seite von A auf die kurze bzw. mittlere bzw. lange Seite von A’ geht,
also

fla)=d, fb)=¢ und f(c)=V.

Wir ermitteln im ersten Schritt die notwendige Gestalt einer Bewegung
f:R* = R?  f(zr)=S -2+t

mit S € R?*? und t € R?, die das Dreieck A auf das Dreieck A’ abbildet.
Gemif b) gilt

s-(5) +1=(3) s (3)+e=(5) ma s Q) +1= ().

also t = (:;), und damit

Q-0 = -0
“(9-02)
=DCH-CDEE D6

folglich ist

also



Wir {iberpriifen nun, ob die Abbildung

FiRZ SR fla)=S- 2+t

_ (0 1 2%2 (-1 2
S_(l O)GR und t_(_2>eR

tatséchlich die gewiinschten Eigenschaften besitzt. Wegen S = Sz € 05(R)
ist f:R? — R? eine Bewegung des R?, und es gilt

-0 0+ (3 - () (- ()
w0+ - )+ (-0
o) 00 - 0+ (-

damit fithrt f das Dreieck A in das Dreieck A’ iiber.

mit

7.46 a) Fir die Seitenlingen des Dreiecks A ergibt sich

ten=a((2). ()-1(3) -G 1)
te=a((2). 0)-1(2)-Q- ()]
w-o((). () -[)- O]

ferner ergibt sich fiir die Seitenlangen des Dreiecks A’

wena((3).)-12)- Q-1
(-l
OG-




Aufgrund der Langen— und Orientierungstreue der Abbildung d gilt
d(a) =V, db)=c und d(c)=d;
damit ist aber wegen d(x) =D -z +1t
2 2 7 -3 2 -8
p(B) =) 2 (0) = (F) a2 ()= (),

woraus sich durch Differenzbildung der zweiten und dritten Beziehung je-
weils mit der ersten Beziehung

2 (-(3) ()

ergibt; damit ist
5 0 -5 —10
D'(5 10)‘(5 0>’



747 a)

beschreibt d eine orientierungstreue Abbildung, also eine Drehung (um %)
in der euklidischen Ebene R2. Wir iiberpriifen nun, ob die Abbildung

d:R* - R?*® dx)=D- v+t

0 —1 -3
D(1 O) und t<_2)
auch tatséchlich die gewiinschten Eigenschaften besitzt.
Wegen

f(5) =00 (5) ()= 6)(3)-6)
(o) =00 6) ()0 ()= ()
6)-00) 6 ()= () (E)-(7)

gibt es genau eine Drehung mit den gewiinschten Eigenschaften.

und

Wir ermitteln zunéchst im ersten Schritt die notwendige Gestalt einer or-
thogonalen Matrix A € R?**? und eines Vektors b € R?, so dafl die damit
gegebene Bewegung

) ) (4))
1) 6) G}

abbildet, und iiberpriifen dann im zweiten Schritt, ob die gefundene Abbil-
dung auch tatséchlich das Gewiinschte leisten. Wegen

() G =G - @I G =
() () =) - GGl =2
() (5) =16 - GG -
() G =1C) - G o

die Menge

auf die Menge

sowie



() 6)-1)- Q-1
(- 6)-16)- Q16 -

muf} aufgrund der Léngentreue der Abbildung g

(@)= (%) 00)=G) (%))

sein. Damit ist

A (_02)+b: (_03>, A (g)+b: (g) umd 4. <_43)+b: (3)

woraus sich durch Differenzbildung der zweiten und dritten Beziehung je-
weils mit der ersten Beziehung

-0 ()0

ergibt; damit ist
10 6 8 3
A (0 —3) - (6 6)’
also

A (8 3) (10 6\ _ (83 L (-3 -6\ _
“\6 6/ \o =3) “\66/ —30\0 10)"
1 /8 3\ (-3 -6 __l—24—18_§§
30 \6 6 0 10/ 30\-18 24 ) \2 -2/
und folglich

0 -2 0 4 3 -2 8
= (5) - ()= ()0 2)(0)-(5)
-3 0 -3 s - 0 -3
Wir iiberpriifen nun, ob die einzige in Frage kommende affine Abbildung

g:R* = R* gx)=A-z+0b,

4 3 8
A: (g 54) und b: ( 59)
5 5 5

auch tatsichlich die gewiinschten Eigenschaften besitzt. Wegen A € O5(R)
ist g zunichst eine Bewegung der euklidischen Ebene R?, und es gilt

) () ()= (2) = (%)
()= (1 2) 0+ () =(2) ()= ()

(4= (2 (5) ()= (1) (3) - ()

Damit gibt es genau eine Bewegung mit den gewiinschten Eigenschaften.
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7.48 In der euklidischen Ebene R? sind die Punkte

0 -1 2 -1 1 -2
=(8) = () = () = () = () = (7)
gegeben; zu betrachten sind die Bewegungen ¢ : R? — R?, welche die Punktmenge
{a,b,c} auf die Punktmenge {d, e, f} abbilden:

a) Fir die Seitenldngen des Dreiecks A ergibt sich

st n=|(3)- ()] -] - o

e =a=[(2)- ()|
wsa=w-a-|(2)-0)-| ()

ferner ergibt sich fiir die Seitenlangen des Dreiecks A’

w0 |- Q) 2)] -

é'




st 1-|(3)-(5)]- )] - o
awen=1e-1-|)- ()] -|)] -

Damit gilt fiir eine Bewegung ¢ : R?> — R?, die das Dreieck A mit den
Eckpunkten a, b, ¢ auf das Dreieck A’ mit den Eckpunkten d, e, f abbildet,
aufgrund ihrer Abstandstreue notwendigerweise entweder

(1) gla)=e, gb)=f glc)=d

oder

2)  gla)=d, gb)=/[ glc)=e
Wir weisen nun nach, daf§ beiden Moglichkeiten (1) und (2) realisiert werden.
Da die beiden Richtungsvektoren

ulzb—a:(_?)l) und uy =c—a= (;)

linear unabhéngig sind, bilden die Punkte a, b, ¢ ein affines Koordinatensy-
stem; damit existiert aber nach dem Prinzip der affinen Fortsetzung fiir jede
Vorgabe von Punkten @/, b, ¢ € R? genau eine affine Abbildung g : R? — R?,
g(x) =M -z +t, mit

gla)y=4d', ¢gb)=0 und g(c)=".
Fiir ihre Matrix M € R?*? und ihren Vektor t € R? gilt damit
M-a+t=d, M-b+t=0b und M-c+t=<c;
zieht man die erste Gleichung von den beiden anderen ab, so erhélt man
M-(b—a)=0—-d ud M-(c—a)=d—d.

Mit den Hilfsmatrizen B = (uy,u3) € GLy(R) und C' = (b'—d/, ¢ —a’) € R**?
ergibt sich damit zunéchst

M-B=M-(uy,ug) = (M-uy, M-up) = (¥ —d, d —a')=C,

1
o~ el ) 1 (-1 2 1 2 =2
M=C-B mit B —(3 9 =—\_3 1)

und dann etwa iiber die erste Gleichung t = @’ — M - a; damit ergibt sich:

e Bei (1)istd =e, ¥/ = fund d =d, also C = (f —e,d —¢) € R¥*?
damit zum einen

(-3 =2\ 1 (2 -2\ (0 -1
M=C-b _(—1 2) _8<—3 —1)_(1 0)

und zum anderen

o= (3) - (0 9)(5) =) ()= ()

Wegen M ™M = E, gilt M € Oy(R), so dafl g eine Bewegung ist.

also



e Bei (2)ist a’ =d, b/ = fund ¢ = e, also C = (f —d, e — d) € R**?
damit zum einen

o[-l 2Y L (2 -2\ (1 0
et (G 5) 5 (5 )60 0)

und zum anderen

== ()6 5) ()= () -0 =)

Wegen M ™M = E, gilt M € Oy(R), so daf8 g eine Bewegung ist.
b) Bei der in a) ermittelten Moglichkeit (1) gilt

B _ [cosp —singp . T
MD”(singp cosgo) fir LY

damit ist g eine Drehung mit dem Drehwinkel ¢ = 7, und fiir das Drehzen-
trum z € R? gilt

-1
- Lo, (11 0y _1/1 -1\ [0\ _ (-1
= (1) () =200 7)-6) - (V)

¢) Bei der in a) ermittelten Moglichkeit (2) gilt

M-S — cos@  sin fiir o = 0:
v sing —cosy ’

damit ist g eine Gleitspiegelung mit der Spiegelachse s + R - v und dem
Verschiebungsvektor « - u. Da u ein Figenvektor von M zum FEigenwert 1
ist, kénnen wir etwa u = e; mit u* = e, wihlen, und iiber die Zerlegung

t = (_31) =(=1)-u+3-u"

ergibt sich zum einen a = —1 sowie zum anderen s als eine Lésung von
3
2

- ., _(0o0]o0 0 1 (0
(Es M]3u)<023 ~o OOO,etwasf%.

7.49 a) Wir ermitteln zunéchst im ersten Schritt die notwendige Gestalt eines Vek-
tors s = (21) € R?, so daB die Matrix A, = <; 21> € R?*2 das Viel-
2 2
fache einer orthogonalen Matrix ist; es gibt also eine orthogonale Matrix
P € O3(R) und ein A € R mit A, = A+ P, und damit ergibt sich

Al -A;=(\-P)T-(A-P)=X-(P"-P)=)\"E,.

AT'A _ 1 2 ) 1 S1 _ 5 81+282
s 0 S1 89 2 59 S1+2sy 82+ s

Wegen



und \2
> o (1 0)_ 0
AT By = A (0 1)_(0 A?)

folgt
5=\ und s1+2s,=0 und sT+ 85 =\
also
$1 = —289 und s% + Sg =35,
und damit
(—259)° +52=5 bzw. 552=05 bzw. s2=1,
woraus sich so = 1 (mit s; = —2) oder s, = —1 (mit s; = 2) ergibt.

Wir iiberpriifen nun im zweiten Schritt, ob die beiden in Frage kommenden

Vektoren s = ( ) und s = (_21> das Gewtinschte leisten:

e Fiir s = (_2) st
1
1

Asz(l —2):\/5_<Z5 _i/%>:/\.p

VA
mit den Faktor A = v/5 € R und der wegen P' - P = FE, orthogonalen

1
Matrix P = (‘/lg 1‘/5) € 02(R).

e Fiir s = (_21) st

1 9 1 2
ASZ(Q _1>=\/5-<§ _@):A-P
V5 VB

mit den Faktor A = v/5 € R und der wegen P' - P = E, orthogonalen

S
Matrix P = <‘é§ V3 > € O5(R).

V5 V5
b) Zu betrachten ist die affine Abbildung ¢, : R? — R2, ¢, (z) = A, -2 +b, mit

_ 1 =2 2x2 _ 4 2
As_(Q 1)6R und b_(_14 e R%.

Fiir einen Fixpunkt m € R? von ¢, gilt p,(m) = m, und wegen

ps(m)=m <= A;-m+b=m <~
— A;-m—m=-b << (A;—FE3)-m=-b

mit
0 —2|—4 1 0|7
(AS_EQ’_b)_<2 0 14)—;-135-11(0 12)

besitzt ¢, genau einen Fixpunkt, ndmlich m = (;) c R2.



c) Fiir alle z € R? gilt

los@) =ml - = lles(@) = es(m)]
= [l(As- 2 +b) = (A;-m+ )|
= A (z-m)|
=, 65 Py

= V5P (z—m)|
= V5 fz—m|.

PGO_Q(R)

Damit wird jeder Punkt z des Kreises K C R? mit Mittelpunkt m und
Radius 1 wegen ||z — m|| = 1 nach obiger Rechnung auf einen Punkt ¢, (z)
mit ||¢s(2) —m|| = v/5 und damit auf einen Punkt des Kreises K’ C R? mit
Mittelpunkt m und Radius v/5 abgebildet; folglich ist o = v/5.

7.50 Zu betrachten ist die Menge A aller affinen Abbildungen f : R? — R?; diese sind
durch ihre Abbildungsvorschrift der Gestalt f(z) = M - x + ¢ fiir alle € R? mit
einer Matrix M € R?>*2 und einem Vektor ¢t € R? charakterisiert.

a) Die Aussage ist falsch: nach dem Prinzip der linearen Fortsetzung sind zwar
lineare Abbildungen f : R? — R? (mit ¢ = 0) durch die Vorgabe auf einer
Basis des R? eindeutig bestimmt, aber nach dem Prinzip der affinen Fortset-
zung miissen hierfiir affine Abbildungen f : R? — R? auf einem Dreieck des
R? vorgegeben werden. Wir geben das folgende Gegenbeispiel: die beiden
affinen Abbildungen

f:R* > R? f(x)= M, -x+t;, mit Mlz((l) (D und t1:<i>

und

g:R* = R? g(x) =My -z +1ty, mit Mg_(? ;) und tz_(g)

stimmen auf der Standardbasis b; = e, by = ey des R? gemiB

o= = (50 +()=0)+()-0)
fn=ern = (39 ()=()+ ()= ()
gbr) = My 1 = (? §> | ((1)) i @ B G) ' (8)
glbs) = My es 1 = (? 5) | ((1)) i @ B G) ! (8)

tiberein, wegen f(0) = t; # to = g(0) gilt jedoch f # g.

I
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b)

7.51 a)

Die Aussage ist richtig: sei f : R?> — R? f(z) = M - x + t, eine affine
Abbildung mit f(Ax) = X f(z) fiir jedes * € R? und jedes A\ € R; speziell
fiir A = 0 ergibt sich

fO) = f(0-x) = fA-z) = A- f(x) =0- f(z) =0,
und damit folgt wegen
0=f(0)=M-0+t=0+t=t
schon f(z) = M -z fiir alle z € R?, so daf} f eine lineare Abbildung ist.

Im reellen Vektorraum R? werden die Punkte

() e (B) m(3) e (o)

betrachtet. Da

3 6
u=pz—p1=| und  uy =p3 —p; = 3

linear unabhéngig sind, bilden die Punkte p;, ps, ps ein Dreieck, also ein
affines Koordinatensystem; damit existiert aber genau eine affine Abbildung
f:R* > R? f(zx)=M -z +t mit

f(p1) =p2. f(p2) =ps und  f(ps) = pa.
Fiir ihre Matrix M € R?*? und ihren Vektor ¢ € R? gilt damit
M - py+t=ps, M-py+t=p; und M -p3+t=psg
zieht man die erste Gleichung von den beiden anderen ab, so erhélt man

M-(p2—p1):p3—p2 und M'(p3—P1)=p4—p27
——— ———

=u1 =ug

e ()-0) ()0

Damit ergibt sich zunéchst

Y e (20 conm
w=(3 908 -G 956 -0 3)

etwa iiber die Gleichung M - p; + t = p, erhélt man schliellich
t—1—1_2-_2—1—0—1
-1 1 -1 -1, \-1 -1/ \0)’
und man kann damit auch

-3 2)-()+ ()~ () »

bestétigen. Da die Matrix M € GLy(R) invertierbar ist, ist die affine Abbil-
dung f: R?* - R? f(x) = M -z +t, bijektiv, also eine Affinitét.

also

dann



b) Die Affinitdt f: R? — R? von Teilaufgabe a) bildet den Einheitskreis
() 1o
L2

E=fK)={f(x)|re K}y={M-x+t|ze K} CR?

auf die Ellipse

ab. Wegen
u=M-v+t <= x=M" (u—1)

T 0 E)-0) 1) (0

. —1(U1—1)+2U2 —'LL1+2U2+1
o\l (up—1)4+1-uy —uy +ug + 1

ergibt sich

(i) =2
Uz

(Il) €K < 2i+a5=1
L2

(=1 4 2uy +1)° + (—ug +upy +1)° =1

(u%+4u§+1—4u1u2—2u1+4m)+
+(uf+u§+1—2u1u2—2u1+2u2) =1

2u%—6u1u2+5u§—4u1+6uz+1:0.
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