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— Losungsvorschlag —

6.1 Fir B = (Ul,Ug,’Ug) e R4x3 gllt

1 2 1 1 2 1 1 2 1
2 1 -1 2 1 —1 m-21 |0 -3 =3
B == ~ A
2 1 1 m-11 |0 0 2 IV—&—%'III 0 0 2 ’
0 0 -1 0 0 —1 0 0 0

wegen Rang(B) = 3 sind vy, vy, v3 linear unabhéngig und damit eine Basis des
von ihnen erzeugten Unteraums U = (vq,v9,v3) C R*. Wir unterwerfen diese
Basis dem Gram—Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahren und erhalten

1 1
2 . 112
=0Ty mit [a,|| =3, also bl—m'%—g 9|
0 0
damit
2 1 5 4
1 6 112 _1 1| =1
= vy — by = - = = 3| = =
az=vz=(v2ob) b= f =33, =3
0 0 0 0
mit
4
1 1 1 | -1
as|| = =V18, also by=—— a9 = — :
0
und damit
agzﬂg—(vgobl)'bl—(vgobg)'bgz
1 1 4 0
-1 1 112 4 1 -1 | -1
! 3 3|2 VIs vis | -1 | 1
-1 0 0 —1



1 1 | -1
las|| = V3, also by= ——-a3=—=
[as|| V3|1
-1
Damit ist by, by, b3 eine Orthonormalbasis von U beziiglich des Standardskalar-
produkts o auf R* mit (b;) = (v;) und (by,by) = (vy,vs), also mit by € (v1) und
by € (v1,v2); wir konnen also e; = by, e3 = by und ez = bg wihlen.

6.2 a) Wegen
1 2
—2 1
vievy=| "o T4 =1-24+(-2)-1+1-(-3)+3-1=0
3 1

sind v; und vy zueinander orthogonal.
b) Fiir B = (vy,vy) € R gilt

BT _ 1 -2 1 3 . 1 -2 1 3
\2 1 -3 1)nun—21\0 5 =5 =5 L
1 =2 1 3 1 0 -1 1
A o rd .
0O 1 -1 —-1)i142m1\O0 1 -1 -1

-1

Damit sind

wy = ) Wy =

O == =

1
0
1
zwei linear unabhingige sowohl zu v; wie zu vy orthogonale Vektoren, die
wegen
-1
)

—1-(-1)+1-1+1-040-1=0

w1 O Wy =

O~ = =

1
0
1

(zufélligerweise) schon zueinander orthogonal sind; folglich kann

1 -1
I q 1
V3 = W1 = 1 un V4 = Wy = 0
0 1
gewahlt werden.
6.3 Zu betrachten ist der von den beiden gegebenen Vektoren
1 1
0 -1
v = 3 und Vg = 3 eR*
2 0



aufgespannte Unterraum U = (vi,vy) im R?*; dazu sei B = (vy,vy) € R¥2
Das orthogonale Komplement U+ von U im euklidischen R* (versehen mit dem
Standardskalarprodukt o) stimmt wegen

relUt <« wlgz firalle uelU

<— wv;Llz und v, Lz
U=(v1,v2)

<— pvyox=0 und vrox =0
— v -x=0und vy -z =0

<= BT .2=0

fiir alle € R mit dem Losungsraum des homogenen linearen Gleichungssystems
BT .z = 0 mit der Koeffizientenmatrix B" € R*** iiberein. Dementsprechend
bilden wegen

BT—1032->1032«/~>1032
~\1 -1 30)ua1\0 -1 0 —-2)pun\0 1 0 2

die beiden Vektoren

-3 -2
wy = (1) und Wy = _02
0 1

eine Basis des orthogonalen Komplements U+ von U im R*.

6.4 a) Fiir B = (v, v9,v3) € R gilt

1 11 1 1 1 1 0 3

2 2 2 m—2.1 0 0 O mmpv-1x |0 1 -2
B — A EVSY

3 2 5| m-3r1v-41 |0 —1 2 4111 0 0 O

4 3 6 0 -1 2 0O 0 O

Damit sind vy, vy linear unabhéngig mit v = 3v; — 2v,; insbesondere ist
v1, U9 eine Basis von V' = (v, vy, v3).

b) Fiir C = (v1, vy, €1, €3) € R gilt

1110
221
220 1 3 2
=152 0 0 s e 2 2 V5 Shae 2 3“17&0'
4300

Damit ist die Matrix C' € GL4(R) invertierbar; insbesondere bilden die
Spalten vy, v, €1, e von C eine Basis von R*.

c) Fiir D = (vy,v9) € R™2 gilt,

DT—1234«~>1234«~>1201
~\1 2 2 3/us1\0 0 -1 —1/)1430\0 0 -1 -1/~



6.5 a)

Damit sind

eine Basis des orthogonalen Komplements V+ von V' = (v1, vo) in R*. Unter-
wirft man diese dem Gram-Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahren,
so erhélt man

-9 9

1 . 1 1 1
a =wr = | mit |jay|| = V5, also by = ol Cay Zlo|

0 0

und damit

0 2 1 1 _2 11 -2
e R BRI
1 0 1 5

-1
1 e 1 1 |-
|laz]] = =v/55, also by = 1 — —— 2

5 lae] V35 | =5
5

Wegen (b1, by) = (wq,ws) bilden die Vektoren by, by eine Orthonormalbasis
von V+* beziiglich des Standardskalarprodukts o auf R*.

Der Spaltenraum U C R* der gegebenen Matrix

1 11 1
— 001 -1 4x4
A=1100 1 |€R
010
besitzt wegen
1 1 1 1 1 1 1 1
A 0 O 1 -1 - 0 -1 -1 0 -
m-1 |0 -1 =1 0 J1umem |0 O 1 =1 v+
0 1 0 1 0 1 0 1
1 1 1 1 1 1 1 1
0 -1 -1 0 0 -1 -1 0
g ~
0 0 1 —-1)wvyam |0 O 1 -1
0O 0 -1 1 0 0 0 0

die Dimension

dim U = Rang A = 3;



dabei bilden die erste, zweite und dritte Spalte

= und s3 = e R?

o= o

®

[N}

I
==
oo R =

eine Basis von U, die nun (beziiglich dem Standardskalarprodukt o) dem
Gram—Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahren unterworfen wird: wir
erhalten

1 1
0 1 1 10
a; = §1 1 mit ||aq]| \/_, also b; Tl a; Al
0 0
damit
1 1 : 1
0 1 110 0 110
Ay = S9 — (S90by) - by = S = —
2 2 ( 2 1) 1 0 \/§ \/i 1 _% 2 _1
1 0 1 2
mit
1
1 1 1 0
a :—\/6, also by = —— -as = — ,
loall =3 * el Ve |
2
und damit

a3:83—<830b1)'b1—(S3Ob2>'b2:

— |

O O = =
S5
)

O = O
S
5l-
[«
|
—_
|

Q=0 | =
w
|
—

mit

1 1 1 3
as|| = V12, also by = —— a3 = ——
sl =3 T el T V2 |

-1
Damit ist by, by, b3 eine Orthonormalbasis von U.

Jeder Vektor z € R* besitzt eine eindeutige Darstellung
r=u+u mit weU und weUt;

dabei ist u die orthogonale Projektion von z in U, und mit der Orthonor-
malbasis von a) gilt

u=(xoby) by + (xoby)- by+ (xoby)-bs.



6.6 a)

Speziell fiir den ersten Einheitsvektor z = e € R?* gibt es wegen
e=(e—y)+y fiir alle y € R*
genau ein y € U+ mit e — y € U; dabei ist

e—y = (eoby) b+ (eoby) -by+ (eobs)-bs

1 1 1
1 110 N 1 1 0 n 1 1 3
IERVZRRVON B BERVIRRVE It BNRVAVRRVIDH
0 2 -1
3 1
4 4
1 1
= |14 und damit y=e—(e—y) = ¢
4 T
1 _1
1 1
1 1
Zunichst steht us = [ —1 | auf dem gegebenen Vektor v, = [ 1] € R3
0 1
wegen u; o us = 0 senkrecht, so daff mit
1 1 1
Uz = U1 X Uy = 1 X -1 = 1 ERS
1 0 -2

die Vektoren u;, us, ug eine Orthogonalbasis von R? bilden.

Eine Matrix U € R3*3 bzw. die durch diese gegebene lineare Abbildung
f:R> - R f(z) = U -z, besitzt genau dann u; als Eigenvektor zum

Eigenwert A = 1 und us, ug als Eigenvektoren zum Eigenwert p = —2, wenn
(%) U-uy=Xuy, U-uy=p-uy und U-uz=p-us
bzw.
(%) flur) =X-ur,  flug) =p-up und  fluz) = p-us

gilt. Da gemiB a) die Vektoren wy, uy, uz insbesondere eine Basis von R3
bilden, gibt es nach dem Prinzip der linearen Fortsetzung genau eine lineare
Abbildung f : R® — R3 mit (+*) und damit genau eine Matrix U € R3*3

mit (x).
Fiir die explizite Berechnung der Matrix U € R3*3 bieten sich die folgenden
beide Wege an:

e GemiB (x) ergibt sich
U- <u17u27u3) = (U * Uy, U - Uz, U - ’U,3> = ()\ulv H U2, /,LUg),

also U - B = C mit



und

1 -2 =2
C=Auy, pug, pug)=[1 2 =2
1 0 4

Da uy, ug, us eine Basis von R? bilden, ist B = (uy, us, u3) invertierbar,
und es ist

1 1 2 2 2
B! = B=-1[3 -3 0],
det(B) 6\ 1 _»
woraus sich dann
1 -2 =2 1 2 2 2 -1 1 1
U=C-B'=[1 2 =2 ‘5 3 -3 0|=(1 -1 1
1 0 4 1 1 =2 1 1 -1
ergibt.
Die normierten Vektoren
Ui 1 1 U2 1 1 us 1 1

1 1], 2 =—(-1], =2=—"11
a3\ Juall V2 \ lus V6 \ _

bilden eine Orthonormalbasis des euklidischen R? aus Eigenvektoren
von U zu den Eigenwerten A = 1, y = —2 und p = —2, so daf} sich mit
der orthogonalen Matrix

SIS T
P:< up Uy us ): NG B € 04(R)
[wall” Tluall” Tl oy s
V3 V3
und der Diagonalmatrix
1 0 0
D =diag(\, p, p)= [0 -2 0 | € R¥
0 0 -2
dann
D=P'UP bzw. U=PDP"=
1 1 1 1 1 1
iovioow | (L0 0N [
|+ -1 1 0 —2 0 1 1 0 _
V3 VI VB Vi 2
Ty 2 0 0 -2 T4 2
V3 V3 o V6 Ve
1 _2 _2 11 L
Vi TVIOTe Vi Vi B -1 1 1
-+ Z -2 = L 0 |l=11 -1 1
oo sl Y
a0 % NI bl

ergibt.



6.7 a) Zu betrachten ist der von den beiden gegebenen Vektoren

—4
2
0

U = und Uy = e R*

= N O

aufgespannte Unterraum U = (uy, up) im R*; dazu sei B = (ug,us) € R¥*2.
Das orthogonale Komplement U+ von U im euklidischen R* (versehen mit
dem Standardskalarprodukt o) stimmt wegen

reUt <— wuwlg furalle ueU
<~— Lz und uwy Lz
U=(u1i,u2)
<— ywox=0 und ugpox =0
<~ wu -x=0und uy -z=0
~— BT.z=0

fiir alle x € R mit dem Losungsraum des homogenen linearen Gleichungssy-
stems BT - x = 0 mit der Koeffizientenmatrix BT € R?>** iiberein. Dement-
sprechend bilden wegen

BT_0244'\/‘—>2_210'\/~—)2054
_4—42O%IH%HO1221+2110122

die beiden Vektoren

-5 —2
wy = _24 und Wy = _02
0 1

eine Basis des orthogonalen Komplements U+ von U im R*.

b) Fiir das Erzeugendensystem uy, us von U mit ||u|| = 6 und [jus|| = 6 gilt
upouy=0-442-(—4)+4-244-0=0

also uy Lusg; folglich bilden die normierten Vektoren

0 2
1 (1 1 -2

V1= —F" Ul = — Vo = Uy = —
Coll B2 T el T3
2 0

eine Orthonormalbasis von U. Ferner unterwerfen wir die Basis wsy, w; von
U+ dem Gram-Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahren und erhalten

—9 —2
1 1]1-2
Q= — ,
lar 3] 0

1 1

mit |ja;|| =3, also b =



und damit

_5 9 1
—4 18 1| -2 0
ay =wy = (wiob) by =1, "3 3lo |2
0 1 _9
mit
-1
1 1 0
lasl] =3, also by=——-ay =~ ’
HGzH 2
—2

damit ist by, by eine Orthonormalbasis von U+,

Eine reelle Matrix A € R™ " ist genau dann symmetrisch, wenn sie ortho-
gonal diagonalisierbar ist, es also eine Orthonormalbasis von (R", o) aus
Eigenvektoren von A gibt; es ist hier n = 4.

In a) wird U+ als orthogonales Komplement von U in R?* konstruiert, und
in b) werden vy, vy bzw. by, by als Orthonormalbasis von U bzw. U + berech-
net; damit ist vy, vs, by, by eine Orthonormalbasis von (R%, o), die nun aus
Eigenvektoren von A zum Eigenwert —1 bzw. 2 bestehen soll.

Mit der orthogonalen Matrix

0 2 -2 -1
111 -2 =2 0
P:<U17U27b17b2):§ ) 1 0 ) E()4(]1Q)
2 0 1 =2
und der Diagonalmatrix
-1 0 0 0
L B 10 =100 Axd
D = diag(—1,-1,2,2) = 0 0 2 o0l¢€ R
0O 0 0 2
ergibt sich PTAP = D, also
0o 2 -2 -1 -1 0 0 0
11T =2 =2 0 0 -1 0 0
_ T o_ 1 ) pT
A=PDPE =319 1 o 2 o o 20| "
2 0 1 =2 0O 0 0 2
0 -2 —4 =2 0o 1 2 2
-1 2 -4 0 112 =21 0
- 3|-2 -1 0 4 31-2 =2 0 1
-2 0 2 -4 -1 0 2 -2
6 12 -6 0 2 4 =2 0
_ 112 3 o —-6]_114 1 0 -2
~9(-6 0 3 -—12f 3[(-2 0 1 -4

0 -6 —12 6 0 -2 —4 2



6.8 Der Nachweis, dafl die gegebene Bilinearform
0 :REPxR?* =R, o(x,y) = 92191 — 621> — 67211 + SToyp,

symmetrisch und positiv definit und damit ein Skalarprodukt auf dem R? bildet,
kann anhand der Definition oder mit Hilfe der Matrixdarstellung erfolgen:

e Wegen

o(y,x) = 911 — 6y1292 — 6y2xy + Dyay =
= 9z1y; — 671y2 — 6T2y1 + Bxays = p(x,y)

fir alle o, y € R? ist ¢ zunichst symmetrisch. Fiir alle x € R gilt ferner

o(x,2) = 927 — 61179 — 63911 + 575 = 925 — 127179 + 575 =
= ((321)% — 2 (3z1) - (222) + (279)%) + 22 = (311 — 222)° + 23 > 0,
und aus ¢(z,x) = 0 folgt 321 — 229 = 0 und x9 = 0, also 1 = x5 = 0, und
damit x = 0; damit ist ¢ auch positiv definit.

e Fiir alle z, y € R? gilt

o(z,y) = :UTAy mit A= (—96 _56) c R2%2.

Wegen AT = A ist die Matrix A und damit auch die Bilinearform ¢ sym-
metrisch. Da die beiden Hauptminoren

det(A;) =[9] =9
und
9 —6
-6 5

positiv sind, ist nach dem Hauptminorenkriterium von Hurwitz die symme-
trische Matrix A und damit auch die Bilinearform ¢ positiv definit.

det(Ay) = ’

=95~ (~6)(—6) =45-36=19

6.9 a) Zu betrachten ist die durch og(x,y) = 2" By fiir alle z, y € R? mit

11 2
B=1|1 2 3| eR*®3
2 3 6

definierte Bilinearform des R?; zunéchst ist wegen B' = B die Matrix B und
damit auch die Bilinearform og symmetrisch. Da die drei Hauptminoren

det(B;) =det(1) =1 > 0,

11

det(By) = det (1 5

>:2—1:1>O,

det(Bs3) = det

N —
W DN =

2
3] =(124+6+4+6)—(84+9+6)=1>0
6

positiv sind, ist nach dem Hauptminorenkriterium von Hurwitz die symme-
trische Matrix B und damit auch die Bilinearform o positiv definit; folglich
ist o5 ein Skalarprodukt auf R3.



b) Esist

o5 (eg,e3) = eg Bey = 2, also leall = Vo5 (e2,e2) = V2,

und

op(es,e5) =g Bes =06,  also |les| = \/op (es,e3) = V6,

sowie
-
op (e2,e3) = e, Beg = 3,

so daf} sich fiir den Winkel ¢ zwischen e, und e3 wegen

1
cos p — op (e, e3) 3 V3

leall - lesll — v2-v6 2

dann ¢ = £ bzw. ¢ = 30° ergibt.

6.10 a) Der Nachweis, dafl die gegebene Bilinearform

(T, y) = T1y1 + 3%2y + 4T3y + T1Y2 + Toy1 + T1Ys + T3y1 + T2ys + T3Yo

symmetrisch und positiv definit und damit ein Skalarprodukt auf dem R?
bildet, kann anhand der Definition oder mit Hilfe der Matrixdarstellung
erfolgen:

e Wegen

(Y, x) = y171 + 3yow2 + dysw3+
+ Y1%2 + Yoy + Y1T3 + Y321 + Yoy + Y3To =
= T1Yy1 + 3xay2 + 4x3y3 + T1Y2 + Ta2y1 + 1Yzt
+ 23y1 + Tays + 232 = (T,Y)

ist (-, ) zundchst symmetrisch. Fiir alle z € R? gilt ferner

(x,0) =2 + 325 +423+211 29 + 27, 73 + 22973 =
1 1
= 5 (ZL’l +2{L‘2)2 + 5 (ZL‘l +2[L‘3)2 + (IQ +l’3)2 +£L‘§ Z 0,
und aus (z,z) = 0 folgt x1 + 229 = 21 + 223 = 29 + 23 = 3 = 0 und
damit x; = 29 = 23 = 0, also x = 0; damit ist (-, -) auch positiv definit.
e Fiir alle z, y € R? gilt

1 11
(x,y) =" Ay mit A=11 3 1] eR¥.
11 4

Wegen AT = A ist die Matrix A und damit auch die Bilinearform (-, -)
symmetrisch. Da die drei Hauptminoren

11

det(A;) = [1] =1 und det(Ay) = ‘1 3

‘—3—1—2



b)

6.11 a)

sowie

-1

111 111 .
det(4g) = |1 3 1] = Jo 2 0 Prefecks 1. 9.3 =6
11 4™ o 0 3

matrix

alle positiv sind, ist nach dem Hauptminorenkriterium von Hurwitz die
symmetrische Matrix A und damit auch die Bilinearform (-, -) positiv
definit.

Esist U = R-v;+R-vy mit den (offensichtlich linear unabhéngigen) Vektoren

1 1
vy = | —1] und v = | 1]. Die Anwendung des Gram—Schmidtschen
0 1

Orthonormalisierungsverfahrens liefert dann im ersten Schritt

1]l = v/ (w1, v1) = V2

und damit
b ! 1 11
1= 7 0=—71\-
ol T2
sowie im zweiten Schritt
(v, by) - b i 2.2 11 g
Az = V2 — \U2,01) - 01 = -~ 7= =\ =
)l
mit
||(12|| = v/ <(12,a2> =V 12 = 2\/§
und damit

1 1
= — a2 = —
leall 7 23

Wegen R -0 + R -0y = R-v; + R - vy bilden die Vektoren by, by eine
Orthonormalbasis von U beziiglich des Skalarprodukts (-, -) auf R?; nachdem
hier lediglich nach einer Basis von U aus orthogonalen Vektoren gefragt ist,
kann auch aq, as gewéhlt werden.

SN

by

4 3
3 4
und damit orthogonal diagonalisierbar. Wegen

Die gegebene Matrix M = ( € R?*? ist gemil M " = M symmetrisch

w=['30 2 -t ep —a-na-w

fiir alle A € R besitzt M die beiden Eigenwerte \; = 1 und A\, = 7; wegen

33 3 3 . 1
M_MEQ_(?) 3) e (0 0) 1t '”1—(1>



ein Eigenvektor von M zum Eigenwert \; = 1, und wegen

3 3 3 3\ . 1
M_ME?_(:& —3)111”11(0 o> It “2_<1)

ein Eigenvektor von M zum Eigenwert \; = 7. Folglich ist

1 1 (-1) 1 1 (1)
_ Ul = — , - . UQ — .
[[v1]] v2 1 vz | v2 \1

eine Orthonormalbasis des euklidischen R? aus Eigenvektoren von M.

GemifB a) ist die Matrix M € R**? symmetrisch mit zwei positiven Eigen-
werte, folglich also positiv definit; demnach wird durch o(x,y) =27 - M -y
fiir alle z, y € R ein Skalarprodukt o auf R? definiert.

Die beiden in a) ermittelten Eigenvektoren v; und vy von M sind gemifl
o(v,ve) =v] M -vy=T7-v]vy=0
7
=T7-v2 =0

auch beziiglich o orthogonal, wobei sie wegen

o(v,v) =v] -M-v;=1-v]v, =2
N—— N~
=1-v1 =2

und
_ T _ T,
0(vo,v2) = vy - M -v9 =T vyvy =14
W—/ v
=T-vg =)

beziiglich o die Lénge

|ville = Vo (v1,v1) = V2 und lvzlle = Vo (ve,v0) = V14

besitzen. Folglich ist

1 1 (—1) 1 1 (1)
- . Ul —_ . , - . UQ f— .
|v1][o V2 1 l|lva|o NVERN!

eine Orthonormalbasis von R? beziiglich des Skalarprodukts o.

Als alternativen Losungsweg kann man auch die Standardbasis e;, e; von R?
dem Gram—Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahren unterwerfen; es ist
zum einen

1 .
a; = e = (O) mit a1l = Volay,a) = V4 =2,

1
e (})
l|a:llo
und zum anderen

0
G2:€2—U(€2>bl)'bl = <1> -

also

O NI

DO
VR
O
~
I
VRS
|
ST
~



6.12 a)

7 1
ool = ez aa) =/ = 17,

1 37
by = —— a2 = ( n >
laz]s VT

Folglich ist by, by eine die Orthonormalbasis von R? beziiglich des Skalar-
produkts o.

also

Fiir die gegebene Bilinearform
o:R*xR* >R, o(z,y) =4x1y1 — 8x1y2 — 8T2y1 + 2522 o,

auf dem R—Vektorraum R? gilt
_ T . _ (4 -8 22
o(x,y)=x'Sy mit S = (—8 o5 | € R**2,

Wegen ST = S ist S symmetrisch, und wegen

det(S) = 4-25—(—8)-(—8)=236>0
Spur(S) = 4+25=29>0

ist die symmetrische 2 x 2-Matrix S auch positiv definit; folglich ist o ein
Skalarprodukt auf R2.

Wir unterwerfen die Standardbasis e, e; von R? dem Gram-Schmidtschen
Orthonormalisierungsverfahren und erhalten im ersten Schritt

1 :
a; =e = (O) mit la1]| = Vo (ar,ar) = V4 =2,

also

und zum anderen

4y = €3 — (e, by) - by = (g) —(—4)- <é) = G)

laz|| = Vo (az, a2) = V9 = 3,

b= o] @
n

R? o).

mit

also

Folglich ist by, by eine Orthonormalbasis von



c) Die lineare Abbildung

gA:RZ%RQ,

la(x) =A-x,

mit der Abbildungsmatrix A € R?*? ist genau dann eine orthogonale Abbil-
dung (R?,0) — (R?,0), wenn sie eine Orthonormalbasis von (R? ), etwa
b1, by von b), auf eine Orthonormalbasis von (R?, o), etwa e, ey, abbildet.

Mit B = (b1, bs) € GLa(R) ergibt sich

AB:A<b1,b2) :(Abl,Abg): (61,62):E2

und damit

A:B*:(

Ol
W= N

g

1.1
23

1
3
(6

D-63)

6.13 Wir betrachten die durch die Matrix A € R?*2 gegebene Bilinearform

o4 :R*xR* 5 R,

UA('C% y) = :L‘TAy,

auf dem reellen Vektorraum R2. Fiir die beiden Vektoren

v = (;) , Uy = (g) e R? mit B = (v1,v9) = (; é) € R?*?

gilt dabei:
oa(vy,v1) =1 <= v/ Av; =1
oa(v,19) =0 < v/ Avy =0 T B
oa(v, 1) =0 <= vy Av; =0 < B AB = B,
oa(v,10) =1 <= vy Avy =1

dies ist aber zu

A= (BT) B — (; g) (;) g)lz

_ 1 /5 =3\ 1 (5 -2\ _ (34 -13
1 \=2 1 —1\=-3 1) \=-13 5

Damit gibt es hochstens ein Skalarprodukt o auf dem R2, beziiglich dem vy, vy
eine Orthonormalbasis bilden, ndmlich ¢ = o4 mit der eben bestimmten Matrix
A € R¥*2,

Da aber A symmetrisch und wegen 34 > 0 und det(A) = 1 > 0 nach dem
Hauptminorenkriterium von Hurwitz auch positiv definit ist, stellt o4 tatsédchlich
ein Skalarprodukt auf dem R? mit den gewiinschten Eigenschaften dar.

gleichwertig.

6.14 a) Die fiir n € N gegebene Matrix

111 ...1
12 2 ... 2
A, =112 3 3| e R



ist wegen A = A, symmetrisch, so daf} die durch
(x,y) =a" - A,y fiir alle z,y € R"

definierte Bilinearform zunéchst symmetrisch ist; diese ist nun genau dann
ein Skalarprodukt auf R", wenn sie zusétzlich positiv definit ist, weswegen
noch nachzuweisen ist, daf§ die symmetrische Matrix A,, positiv definit ist.

Hierfiir miissen nach dem Hauptminorenkriterium von Hurwitz alle n Haupt-
untermatrizen von A, die hier mit A;, A,,..., A, iibereinstimmen, eine
positive Determinante besitzen; wir zeigen hierfiir sogar

det(Ay) =1 fir alle ke N
mit vollstdndiger Induktion: fiir ,k = 1% ist
det(A;) = det(1) =1,

und fiir .k — k4 1¢ ist

111 ... 1 1 111 ... 11
1 2 2 1 2 2
det( A 12 3 ... 3 3 123 ... 3 3
M) =1 S @
1 2 3 . k k 1 2 3 .k Kk
1 2 3 .k kE+1 0 0O 01
11 1 . 1
12 2 .
— (_1)(k+1)+(k+1) 1112 3 . 3| = det(Ax) =1,

1 2 3 ... k

wobei in (%) die vorletzte von der letzten Zeile subtrahiert und in (xx) die
Laplace-Entwicklung nach der letzten Zeile durchgefithrt wird.

Wir wenden auf die Standardbasis

1 0 0
eg= |0 ) ea= |1 > es= 10
0 0 1

von R? das Gram-Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren beziiglich
des durch die Matrix A; € R3*3 iiber (z,y) = 2" - A3 - y fiir alle 2, y € R3
gegebenen Skalarprodukts an und erhalten im ersten Schritt

leall = V/{er,e1) = VI =1

und damit
1

b1 - .
leal]

1
€1 = 0 s
0



im zweiten Schritt

0 1 -1
ag =ey—{eg,b01) by=[1]—=1-{0) =11
0 0 0
mit
lazll = /{az,a2) = V1 =1
und damit
1 -1
bg = T Qg =
Taa] ;
sowie im dritten Schritt
a3 = €3 — <€3, b1> : b1 — <€3,b2> . bQ =
0 1 —1 0
=l0)-1-{O0)—-1-1 1 |=1]-1
1 0 0 1
mit
las|| = /{as, as) = V1 =1
und damit
1 0
b3 = 57— a3 = —1
Tas] 1

Damit sind by, by, b3 eine Orthonormalbasis von R? beziiglich des durch die
Matrix A3 definierten Skalarprodukts.

6.15 Fiir die beiden symmetrischen Matrizen A € R™" und B € R™*", wobei A den
Rang n hat und B positiv definit ist, wird die Bilinearform

fR*"xR" =R, flz,y)=x'-M-y, mit M=A-B-AcR™"
betrachtet:

e Die Matrizen A und B sind symmetrisch, es gilt also AT = Aund B" = B,
und damit ist wegen

M'=(A-B-A)T=A"T.B" - AT=A.-B-A=M

auch die Matrix M symmetrisch; folglich ist die Bilinearform f symmetrisch.

e Die Matrix B ist positiv definit, es gilt also 2" - B~z > 0 fiir alle x € R™\ {0}
bzw. ' - B-x > 0 fiir alle z € R™ mit (xT-B-x:0:>x:O).Seiy€]R”,
und mit z = A -y € R” gilt

y' - Moy=y'(A-B-A)y = (y'-A")-B-(A-y) =

dabei folgt aus y" - M-y =0, alsox' - B-x = 0, schon x = 0, also A-y = 0,
und wegen Rang(A) = n ist A invertierbar, so dafi sich y = A™1 -0 =0
ergibt. Folglich ist die Matrix M und damit auch die Bilinearform f positiv
definit.



Damit ist f eine symmetrische und positiv definite Bilinearform, also ein Skalar-
produkt auf R™.

6.16 a)

Fiir alle A € R gilt

—7—X 24
24 7T—=A

= (=49 + N?) =576 = A* — 625 = \* — 257 = (A — 25) (A + 25);

><s<A>=det<S—A-E2>=' ‘:(—7—»(7—»—242:

damit besitzt S die beiden Eigenwerte A; = 25 und Ay = —25. Wegen

(32 24\ i1 (-4 3 —4 3
S_Al'EQ—(M —18>1”}1(4 —3)5&(0 o)

6

ist up = (i) € R? eine Basis des Eigenraums Eig(S; \; = 25), und damit

sind die vom Nullvektor verschiedenen skalaren Vielfachen « - u; = ZZ)

von u; mit o € R\ {0} genau die Eigenvektoren der Matrix S zum Eigenwert
A1 = 25. Des weiteren ist wegen

(18 24\ 1 (3 4 3 4
S_AQ’EZ—(M 32) 1o (3 4) o (0 0)

8

Uy = (_34> € R? eine Basis des Eigenraums Eig(S; A\; = —25), und damit

sind die vom Nullvektor verschiedenen skalaren Vielfachen (3 - uy = (_34; )

von ug mit 5 € R\ {0} genau die Eigenvektoren der Matrix S zum Eigenwert
A1 = —25.

Die Matrix A = 2—155 € R?*2 ist wegen

1 (=7 24\ 1 (-7 24 1 /625 0 10
T —_ PR— = —_— == ==
AA=5 (24 7) 25 (24 7) 625 < 0 625) (0 1) £

orthogonal und besitzt die Determinante

1 |—-7 24 1 1
det(A) = — - =—((=7)-7T—24-24) = — - (—625) = —1.
oA = 55 ‘24 7' 625 (") )= 6 (76)
Damit ist A = %S eine Spiegelungsmatrix in der orthogonalen Gruppe

O5(R) und beschreibt damit die Achsenspiegelung am Eigenraum Eig(A;1)
zum Eigenwert 1; der Vektor u; aus a) ist wegen

1 1 1 1
A'ulz (2_5S)U1:2—5(SU1)?)2—5(25U1): <%25)U1:1U1

ein Eigenvektor von A zum Eigenwert 1, und damit ergibt sich fiir die Spie-
gelungsachse a = Eig(A4;1) = R - u;.



6.17 Die gesuchte Abbildungsmatrix A € R**? der linearen Abbildung

f:R?* - R? (gj>»—>A-<$>,
Yy Yy

die die Spiegelung an der Geraden g mit der Gleichung 2x — y = 0 beschreibt,
148t sich auf verschiedenen Wegen ermitteln:

e Die gegebene Gerade g mit der Gleichung 2x —y = 0 besitzt den Normalen-
vektor u = (_21) Der LotfuBBpunkt py des Punktes p = <z) € R? auf der
Geraden g besitzt (als Punkt auf der Lotgeraden von p auf g) die Gestalt

B ~ [z +2)\
Po=p+A-u= (y_A)

mit einen geeigneten A\ € R, wobei sich wegen py € g dann

20 —y

2(x+2)\) —(y—A) =0, also A= E

o (r2(—EY)\ [(fa+ iy
w= (00 ) = (010

ergibt; der Bildpunkt f(p) des Punktes p unter der Spiegelung f an der
Geraden g ist demnach

und somit

fp)=p+(po—p)+(po—p)=2py—p=
N————

=Po
iz + 2y T —3r+ 3y
=23, .1, )~ =\ .13, )
5 Sy Y 5 5y

Fiir die Abbildungsmatrix A € R?*2 von f ergibt sich wegen

3,44 s oA\ /g
= ()= (7 D) () -

demnach

e Die gegebene Gerade g mit der Gleichung 2z —y = 0 besitzt den Richtungs-

vektor u = (;

f an der Geraden g gilt nun

sowie den Normalenvektor u = (_21) Fiir die Spiegelung

fw)=u  wnd  f@)= 3
so daB sich fiir die Abbildungsmatrix A € R**? von f damit

A u=u und A-u=—u



ergibt; mit den Matrizen

B = (u, ﬂ):(; —21) wd O = (v _ﬂ):(; _12>

erhalt man also
A~B:A~(u, ﬂ):(A-u, A-ﬁ):(u, —ﬂ):C.

Wegen det(B) = —5 # 0 ist die Matrix B invertierbar, und fiir die gesuchte
Abbildungsmatrix A erhélt man

—1
o (1=2) 12\ (1 =2\ 1 (-1 =2
a=es=(3 )6 2) =6 7)) G )
_1 3 _4_ 2 2X2
() (e

5
4
5
Da die gegebene lineare Abbildung f : R? — R? die Spiegelung an der
Ursprungsgeraden ¢ beschreibt, besitzt ihre Abbildungsmatrix A € R2*2
die Gestalt einer Spiegelungsmatrix

A=S, = (cosgo sin > € 05 (R)

sinp —cosp

N
|
|
[V N

mit einem geeigneten Parameter ¢ € R. Die Gerade g mit der Gleichung
2x — y = 0 besitzt nun den Richtungsvektor u = (;), und fiir diesen gilt
f(u) = u und damit

A-u=u, also A ! = ! )
siny —Ccos 2 2
Fiir das resultierende lineare Gleichungssystem (in cos ¢ und sin ¢)

(I) cosp+2sing=1 und (IT) singp —2cosp =2

ergibt sich iiber ,,(I) —2- (IT)“ zum einen 5 cos ¢ = —3, also cos = —2, und
iiber ,,2 - (I) + -(I)“ zum anderen 5sin ¢ = 4, also sin ¢ = 3, insgesamt also

: 3
. (cgsgp sin ¢ ) _ (—45 ) c R2X2
sing —cos 2

(GISCE TN

6.18 Die beiden gegebenen Vektoren

1
wy = _01 und Wy = _14 e R*
1 2

sind offensichtlich linear unabhéngig und damit eine Basis von W = (wy, ws).
Die Anwendung des Gram—Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahrens liefert
dann im ersten Schritt ||w:| = v/3 und damit

1

1 1o
wl—ﬁ _1
1

b=
s |



sowie im zweiten Schritt

3 1 0
1 9 1 0 1
eamun = (waob) b= | = | = |
2 1 -1
mit [|as|| = v/3 und damit
0
b 1 1 1
T RRRVCE
-1

wegen (by,by) = (wy, we) bilden damit by, by eine Orthonormalbasis von W. Die
Orthogonalprojektion P : R* — R* auf den Unterraum W bildet jeden Punkt
r € R* auf seinen Lotfupunkt P(z) € W ab; damit ergibt sich die Darstellung
P(z) = Abi+A2by mit geeigneten Koeffizienten A, Ay € R, wobei als Lotfufipunkt

P(LL’) — T = (/\1b1 + )\gbg) —x E WJ_
erfiillt sein muf. Wegen P(z) —x L by, also (P(z) —x) o by =0, ist

0:(()\1[?1—'—)\21)2)—1')0[)1:)\1‘ blobl —|—)\2 bgobl —xobl
—— ——

:Hblezl =0, da by 1L by
und damit A\; = x o by, und wegen P(z) — x L by, also (P(z) —x) o by = 0, ist

0= ((/\1b1+)\2b2) —ZE)ObQ :/\1 . b10b2 +/\2 bQObQ —{L‘Obg
~—— S——
=0, da b1 Lb2 =||b2||?2=1

und damit Ay = x o by, woraus sich insgesamt

P(z)=(zoby) b+ (xoby) - by

ergibt. Mit
T 1 0
T2 . 1 0 1 1
T = sowie by = — und by = —
3 VR S SENC N

Ty 1 —1

erhalt man demnach

T 1
cob — |2 oi 0 m— w3+ 1y
! s | V3| -1 NG
Ty 1
il 0
rob, — ) Oi 1 . Lo — T3 — X4
2 s | 3| -1 V3

Ty —1



und damit

P(IE) = (.Tobl)'b1+<l'ob2)'b2
1
. $1—I3+$4.i 0
NV
1
T1 — T3+ X4
1 0
3 | (= w3+ )
Q31—$3+x4
X1 — X3+ 24
I T S e I N
- 3 —I1—$2+21’3 o
T1 — Tg + 214
also
. 1
P(z) == mit A:§

0
Lo — T3 — X4 1 1
V3 V3| -1
-1
0
1 Lo — T3 — X4

—(xg — x5 — x4)

—(xg — x3 — x4)

1 0 -1 1 T
110 1 -1 -1 Ty
31 -1 -1 2 0 r3 |’

1 -1 0 2 x4
1 0o -1 1
0 1 -1 -1 sxa

1 1 2 o |€RT
1 -1 0 2

damit ist A die Abbildungsmatrix, also die darstellende Matrix beziiglich der
kanonischen Basis e, ey, e3, es von R* der Orthogonalprojektion P auf den

Unterraum W von R*.

6.19 Die gegebene Matrix

8§ 1 -4
D=—-[4 -4 7 |eR>
-1 -8 —4
ist wegen
1 8§ 1 —4 8§ 4 -1 1 81 0 O
D-DT:§ 4 -4 7 -1 -4 =8 =31 0 81 0| =~F;
-1 -8 —4 -4 7 -4 0 0 81

orthogonal; da sie zudem die Determinante

1 8 1 -4 -2 1
det(D) = @ . 4 —4 HITQH & .
-1 -8 —4
1 0 1 -2
-1 0 =2

Sarrus

0 9 -18
A
9 0 18 9 aus III

L 0-7+0)—(=8+0-8) =1

besitzt, beschreibt D eine Drehung im euklidischen Raum R3. Die Drehachse a
besteht aus allen Fixpunkten der Drehung und stimmt daher mit dem Eigenraum



von D zum Eigenwert 1 iiberein; wegen

L(8-9 1 —4 -1 1 -4
D-1-By=g| 4 —4-9 7 |w|4 -13 7 et
1 -8 —4-9 ~1 -8 -—13) "M
-1 1 -4\ (1 -1 4 105
wlo =9 —o| W' o 1 1] % [o11
0 -9 —9) M \o —9 —9) " o 0 0
ist also etwa
-5
u=|—1
1
ein Richtungsvektor der Drehachse a, und fiir den Drehwinkel « gilt
Spur(D)—1 §(8—4—4)—1 -1 1
cos o = = = = __
2 2 2 2
6.20 a) Wegen
L1 -8 4 1 -8 —4
A-AT:§ -8 1 4| -=-8 1 —4]=
—4 -4 7 —4 -4 7
L (81 0 0 100
=5 (0 8L 0 =10 10)=F
0 0 81 00 1

ist A eine orthogonale Matrix; folglich ist auch die zugehorige lineare Ab-
bildung ¢ : R® — R3, ¢(x) = A - z, orthogonal.

b) Wegen
L[ 1 -8 —4
Al=-1-8 1 —4]=4
IN\a -4 7

ist die geméf a) orthogonale Matrix A symmetrisch; folglich beschreibt die
zugehorige lineare Abbildung ¢ : R* — R?, ¢(z) = A-x, eine (Orthogonal-)
Spiegelung an ihrer Fixpunktmenge

U={zeR|p(x)=z}={zeR®|A-z =1 2} =Eig(A4;1);

wegen
1 -8 -8 —4 2 21
A—1~E3:§ -8 -8 —4]l~10 0 0
—4 —4 -2 000
ist

dimU =3—Rang(A—1-E3)=3—-1=2,

und damit ist U eine Ebene.



6.21 a) Die gegebene Matrix

6.22 a)

1 -2 =2
S=-[-2 1 —2] R
-2 -2 1
ist geméaf
(1 -2 -2 1 -2 -2 1 00
S.ST:§ -2 1 =2]-=(-2 1 =2|=(010]|==E
-2 -2 1 -2 -2 1 00 1

orthogonal sowie gemifl ST = S auch symmetrisch; damit beschreibt S eine
Spiegelung im R?® am Eigenraum U = Eig(S,1) von S zum Eigenwert A\ = 1.
Wegen

1-3
-2
-2

-2
1-3
-2

-2 1
—2 A 1
1

1
S—1-E3 = 3
1-3

1 1
1] %o
1 IIT-1 O

11
0 0
00

ist
dimU =3 —Rang(S —1-F3) =3—-1=2;
damit ist U eine Ebene, und es gilt

U:{$ER3’$1+£L‘2+$3:0}.

Die Eintrége auf der Hauptdiagonale der gegebenen Diagonalmatrix

-1 0 0
D=0 0 0] eR>
0 0 2
stimmen mit ihren Eigenwerten Ay = —1, Ay = 0 und A3 = 2 iiberein. Ferner

ist die Matrix S € R3*3 gemifl a) sowohl symmetrisch als auch orthogonal,
so daB die zu betrachtende Matrix A € R3*? gemif

St.D.S

A=S-D-S = ST.D.§ =
ST=8 S—1=8T

zur Matrix D dhnlich ist; folglich besitzt A dieselben Eigenwerte wie D, also
)\1:—1, >\2:0und>\3:2.

Die Matrix S € R**? ist genau dann orthogonal, wenn ihre Spalten eine
Orthonormalbasis des euklidischen R? bilden; dabei gilt

2 1
11 L 2 < 2141242 -835=0 <= 539 = —2,
2 S392

und in diesem Fall sind die beiden ersten Spalten von S wegen

2 1
1L ()]
2 -2



schon orthonormierte Vektoren im euklidischen R? mit dem Vektorprodukt

2 1 —6 —2
) () =2 (W) =15,
2 —2 3 1

513 —2 S13 —2
1 1 1 1
— | Sos3 = = 2 oder — | S23 = —= 2
3
533 1 S33 1

gilt. Folglich gibt es mit

1 2 1 =2 1 2 1 2
S1 = 3 1 2 2 und Sy = 3 1 2 =2
2 =2 1 2 =2 -1

genau zwei orthogonale Matrizen von der gesuchten Gestalt.

GemésB a) bilden die Spalten der orthogonalen Matrix

1 2

Si==(1 2 2 ]eR¥

3 \o

ein Rechtssystem, und damit gilt det(S;) = 1; folglich beschreibt die lineare
Abbildung /g, : R® — R3 {5 () = S; - z, eine Drehung. Die Drehach-
se a stimmt als Fixpunktmenge von /g, mit dem Eigenraum von S; zum
Eigenwert A = 1 iiberein; wegen

L f(2-3 1 =2 -1 1 -2
Si—1-Bs=z| 1 2-3 2 |~ {1 -1 2 s
2 -2 1-3 2 —2 —2)
~1 1 -2 ~1 1 -2 ~1 10
~10 0 0 ~ 00 1| ~ [0 01
0 0 —6) "™\ g o o) ™" \o 0 o0
1
ist also a =R - [ 1 ]. Fiir den Drehwinkel ¢ von (g, gilt
0
2+2+1 5 51 1
2'COS¢+1=Spur(Sl):%:§, also Cosg0:32 =3

Ferner bilden gemif a) die Spalten der orthogonalen Matrix

(212
So==11 2 —2]| eRrR>?
3\2 2 1

ein Linkssystem, und damit gilt det(S;) = —1; folglich beschreibt die lineare
Abbildung ls, : R — R3, (g, (x) = S5 - x, keine Drehung.



6.23 a)

Die Matrix
2 -1 2
S;==1-1 2 2| eR¥
2 2 -1

ist wegen S|'S; = F3 orthogonal und wegen S| = S; symmetrisch. Damit
beschreibt die Abbildung s; : R — R3, s(z) = S; - x, die Spiegelung am
Eigenraum Eig(Si;1) von S; zum Eigenwert 1; wegen

1 -1 -1 2 1 1 -2
2 2 -4 0 0 O
ist also s; die Spiegelung an der Ebene F; : x1 + x5 — 223 = 0.
1
Mit dem Normalenvektor w = | 0 | der Ebene E5 : x; — x5 = 0 erhalten
-1
wir die Lotgerade
T 1
T3 —1
I
fiir den Punkt z = [ 25 | € R? auf die Ebene E,. Fiir den LotfuBpunkt
T3
T 1 T+ A
o=+ A u= x| +A-| O | = To e R?
T3 —1 T3 — A
mit einem geeigneten A € R gilt dann
(x14+ X)) —(z3—A) =0, also )\:x3;$17
und damit
1 + 9635901 551'5933
To = T9 = Ty )
T3 — 903;%1 21-;'133

so daB sich fiir den Spiegelpunkt so(z) von x an der Ebene Ey dann

CC1-51‘3 X
o) =ax+2(xg—x) =220 —2=2" Ty — 2| =
z1+w3 T3
(ZEl + 133) — X1 T3 0 0 1 T
= 2$2 — X9 = i) = 010 . T2 | ;
($1 + 33’3) — I3 T 1 00 T3

ergibt; folglich gilt



c) Fiir die Komposition d = sy 051 : R? — R? d(z) = S -z, gilt

001\ /2 -1 2 (2 2 -1
S=9-5=(0o1 0|21 2 2|=2(=1 2 2];
100/ 2\2 2 -1/ 3\2 1 2

1
det(8) = g5+ [-1 2 2=
2 -1 2

= 5 (8484 (1) = (~4) + () + (-4)) =1
eine Drehung beschreibt. Wegen

-1 2 -1 -1 2 -1

Sl B—i|o1 21 2 w21 21 2| W
3 9 1 -1 o 1 _qp/) w2t
-1 2 -1 -1 2 -1 -1 0 1
w0 =3 3| ~ o1 1] o 11
0 3 =3/ 5 \o 3 =3/"*"\0o 0 o
1
ist R- [ 1] die Drehachse von d, und fiir den Drehwinkel ¢ € [0, 7] gilt
1

1
2 cosp + 1 = Spur(95) = 2, also oS = 3
es ist also d eine Drehung um einen Drehwinkel ¢ = +7.

6.24 Die gegebene Ursprungsebene E besitzt die beiden Richtungsvektoren

1 1
up =10 und up = |11,
2 0
damit den Normalenvektor
1 1 —2
U= UL X Uy = 0] % 1] = 2
2 0 1
und folglich die Gleichung
E : wuox=0 bzw. —2x1+ 225+ 23 =0.

Der LotfuBpunkt x, des Punktes # € R auf der Ebene E besitzt (als Punkt auf
der Lotgeraden von x auf E) die Gestalt

$1—2>\
T3+ A



mit einen geeigneten A\ € R, wobei sich wegen zy € E dann

—2(x1 =2 ) +2(z2+2N) + (x5 + ) =0,

also
23 422+ a3+ 9N =0 bzw. A:Q‘”l_Q;r‘”‘”’
und somit
l’l_?'w# g$1+%$2+%$3
o= |22+ 2" —2117299627963 = %% + g$2 - §$3
T3 + 2:21—2912—:1:3 %$1 _ 5172 + %$3

ergibt; der Bildpunkt o(x) von x unter der Spiegelung ¢ an der Ebene E ist
ox) = o+ (xg—2x)+(xg—2) =220 — 2
—_———

5 4 2 1 8 4
91 T §T2 + §T3 921 T gT2 + 53

T
= 2 | g+ dme—2as | — (22 ] = | 321 4§20 — 33
x
%ib‘l — %.’L’Q + gib‘g 3 %1‘1 — %I’Q + gl’g
L8 4 L 8 4
9 9 9 T 9 9 9
= % é —% x| =A-2 mit A= g % —g e R3*3,
4 _4 7 3 4 _4 7
9 9 9 9 9 9
6.25 a) Zu den gegebenen Vektoren
1 2 1 1 1 —2 3
v =5 2 5 U2:§ -2 ) U3:§ 1 eR
-1 -2 —2
betrachten wir die Hilfsmatrix
1 2 1 =2
B = <U17U2av3> = g 2 _2 1 c R3X3;

-1 -2 =2

wegen B' B = Es ist die Matrix B € O3(R) orthogonal, so daf§ ihre Spalten
v1, V2, U3 eine Orthonormalbasis des euklidischen R? bilden. Insbesondere ist
v1, Vg, v3 eine Basis von R?, und nach dem Prinzip der linearen Fortsetzung
gibt es genau eine lineare Abbildung ¢ : R® — R3? mit

p(v1) = er, p(v2) = €2, p(v3) = es.
Fiir die Abbildungsmatrix A € R**3 von ¢ gilt damit
Aoy =) =e, A-vy=(vg) =€z, A-vsz=p(v3) = e,
insgesamt also
A-B=A-(v,v,v3) = (A vy, A-vy, A-v3) = (e1,€9,e3) = Es,

und damit A = B~!; da die Matrix B orthogonal ist, ist auch A = BT eine
orthogonale Matrix und folglich ¢ : R? — R3 eine orthogonale Abbildung.



b)

6.26 a)

Die Abbildungsmatrix

(2 2 -1
A==-1 -2 —2| eR®3
-2 1 =2

ist geméf a) orthogonal, und es gilt

1 2 2 -1
= o (48 (1) = (-0 + (-0 + (~4)) = 1

folglich beschreibt die orthogonale Abbildung ¢ eine Drehung.

Die Abbildungsmatrizen A; und A, € R3*3 der beiden gegebenen Drehungen
¢1 und o im R? sind orthogonal mit det(A;) = 1 und det(A;) = 1. Folglich
ist aber die Abbildungsmatrix A = A; - Ay der Hintereinanderausfithrung
© = 1 0 o als Produkt orthogonaler Matrizen selbst orthogonal, und nach
dem Determinantenmultiplikationssatz gilt

damit ist die Abbildung ¢ eine Drehung im R3.

Da ¢; eine Drehung im R3 um die z—Achse beschreibt, besitzt die Abbil-
dungsmatrix A; die Gestalt

1 0 0
A =0 cosay —sino
0 sinoy cosag

fiir einen Drehwinkel o € R; wegen

1 0 0 0 0

— 1 = ©1 0 = Al : 0 = —sin (0%}

V2 1 1 1 COS (1

erhilt man —sinoy = \/Li und cos oy = \/Li’ insgesamt also
1 0 0
1 1
A=|0%n &
0 —L1L L
V2 V2

Da ¢y eine Drehung im R? um die z—Achse beschreibt, besitzt die Abbil-
dungsmatrix A, die Gestalt

cosay —sinay 0
As = | sinay cosas 0
0 0 1



fiir einen Drehwinkel oy € R; wegen

1 1 1 1 COS vy
— 1] = [0] =A5-|0] = | sinay
V2 0 0 0 0

erhélt man cos ap = \% und sin ap = \%, insgesamt also

1 _1 9

v
A2 - 75 75 0

0 0 1

1 1 1 1
10 U VR A V2 ﬁo
A=A -A, =0 L+ L Tt ogl=]r I L
0 =% w/ \0o 0 1 2 iU

c) Die Drehachse a besteht aus allen Fixpunkten von ¢ und stimmt daher mit
dem Eigenraum von A zum Eigenwert 1 iiberein; wegen

1 17 L 0
Aotm— |y 1y L el
’ _21 2_l L\/z 1 I1-2,I11-(—2)
2 V3

1 1+v2 1 1++2 0
~ [0 1 1—v2| ~ o 1 1—+v2
11111
0 1 1—+2 0 0 0
ist also
-1
a=R-[-1+v2],

1

wobel mehrfach von der dritten binomischen Formel
2
<\/§+1>~(\/§—1) _ (\/5) C2—2-1=1

Gebrauch gemacht wurde. Fiir den Drehwinkel o von ¢ gilt

1 1 1 9 1
Spur(A) — 1 <—+'+—>—1 -3 1
COS ¥ = pur( ) = V2 2 V2 :\/5 2:—_

1
2 2 2 V24

6.27 Die Drehung ¢, im mathematisch positiven Sinn um die z—Achse mit dem Winkel
%’T wird durch die Abbildungsmatrix

1 0 0 1 0 0

_ 2r _ n 2w | 1 _1
A, = 8 C'OS 5 3111%6 =10 1 \2/_ ) 31,

sin - cos % 0 V3 1



die Drehung ¢, im mathematisch positiven Sinn um die z—Achse mit dem Winkel
%’T durch die Abbildungsmatrix

COS%7r —sin%7r 0 % —%\/5 0
A, =|sinZE cosZE 0] = V3 i 0
0 0 1 0 0 1
beschrieben; damit ist aber
1 0 0 1 1/3 0
A=A, A =10 1 LV3 VR =
— A, A, = I -1 V3 ! 0l =
0 3v3 4 0 0 1
1% _%1 ’ 10
=3 4 V3
3 1.3 1
1 1 2

die Abbildungsmatrix der Hintereinanderausfithrung ¢, o ¢,. Da A, und A, or-
thogonale Matrizen mit det (A,) = 1 und det (A,) = 1 sind, ist auch ihr Produkt
A eine orthogonale Matrix mit

det(A) = det (A, - A,) =det (A,) - det (A,) =1,

weswegen ¢, o @, eine Drehung beschreibt. Fiir den Drehwinkel a gilt

g _ 1,141y _
cos o = pur(4) L_ (G+i+3) 1:1,
2 2 8
und wegen
_% _%\/g 0 1 \/§ O I1-1
A—1- By = ‘l*\/g _% _%\/g oy L —V3 -2 Hf;sl
(=2)-I, 11, 4111 -
SR AT VB -
Lov3 0\ ., /1 0 -1 1 0 -1
~ 10 =23 —2 m“an 0 —2v3 =2 ~ |0 V3 o1
0 —2v3 -2/ " \o o o/ =2"\o 0o o

ergibt sich als Drehachse

V3

a=R-| -1

V3

6.28 Die gegebene Ursprungsebene E mit der Gleichung x + y + 2z = 0 besitzt den

1 T
Normalenvektor % = [ 1 |. Der Lotfufipunkt py des Punktes p = | y | € R? auf
1 z

der Ebene E besitzt (als Punkt auf der Lotgeraden von p auf F) die Gestalt

T+ A
po=p+A-u=|y+A
zZ+ A



mit einen geeigneten A € R, wobei sich wegen p, € F dann

rT+y+=z

(x+AN)+ Y+ AN+ (z+A) =0, also A:—+,
und somit s ) . .
O e | (S
S o o Bl Ol L

ergibt; der Bildpunkt ¢(p) des Punktes p unter der Spiegelung ¢ an der Ebene
E ist demnach

o(p)=p+ Po—p)+Po—p)=2po—p=
————

=Po

2 1 1 1 2 2
3? 3%4 3f X 3295 3% 322

Fiir die darstellende Matrix von ¢ beziiglich der kanonischen Basis, also die Ab-
bildungsmatrix A € R3*3 von ¢, ergibt sich wegen

1 2 2 1 2 2
B, 30 % o0 8 [
e(p) = —;x—k;y—;z =75 s, 3 y|=A-p
—3T -3yt 32 3 T3 3 Z
demnach
12 _2
3 3 3
A=[-2 3 —3)eR™
_3 %o
3 3 3
X

Des weiteren erhilt man fiir den Bildpunkt ¢(p) des Punktes p = |y | € R?

z
unter der Spiegelung ¢) an der z—y—Ebene z =0

T 1 0 O T
Yip)={v |=({0 1 0 yl,
—z 00 —1 z
so dafl ¢ die Abbildungsmatrix
1 0 0
B=[01 0 | eR¥»3
0 0 —1

besitzt; insgesamt ergibt sich als Abbildungsmatrix der Hintereinanderausfithrung
@ o 1 schliefflich

|
win

C=A-B=|-

W INW N

c R3X3

WSO
| W=
Wi
|
Wl



6.29

Wegen

i 2 _2 L _2 2
co [ T (B ) o] o) s
RN 33, 3 B
303 73/ \75 T3 73 001
ist C' eine orthogonale Matrix, so dafl ¢ o ¢ wegen
L _2 2
3 3 3 1 8 8 4 4 4
d t C = —2 l 2 = e — —_— JE— _ ) —_—— . _ :1
U= 5, 5 27 Tar T am 7 2 7
: 3 73

eine Drehung in R? beschreibt.

4
Wir ergénzen vs = % 0 | durch
-3
0 1 3
vy=11 und vo==10
0 4

zu einer Orthonormalbasis vy, vs, v3 von (R3 o). Bei den zu betrachtenden Dre-
hungen bleibt v3 als Punkt der Drehachse fest, wihrend sich die Wirkung dieser
Drehungen um die Winkel ¢ = +90° in der von v; und vy aufgespannten Lotebe-
ne niederschligt; fiir die darstellende Matrix dieser Drehungen beziiglich vy, vs,
vg ergibt sich damit

M= D 0 it D (cosy —sing ’
0 1 siny  cosp

also
(0 -1 (0 1\ 7
Dl—(l 0) und DQ—(_l O>_D1
und damit
0 -1 0 0 10
Miy=|(1 0 0 und  My=[—-1 0 0] =M.
0 0 1 0 01
Mit
0 3 4
5 5
P:(’Ul,vg,vg): 1 0 0 603(R)
0o 4 _3
5 5

ergibt sich fiir die Abbildungsmatrix A dieser Drehungen, also die gesuchte dar-
stellende Matrix A beziiglich der Standardbasis, dann M = P" AP, also

0
A =PMP"=[1

-1

[@sXSHIN
O = O

H Gl O ulw
ol O atjes TUW

|

—_

albaw O

—_
N

1
0

3
0 -5
0
4
5

Uty

1
0
0

kot O
|
99
Ul O ulw
9

_3 12
5

\}
ot



6.30

sowie

6 3 _ 12
25 5 5
Ay = PMoP" = PMP" = (PMP")T =Al = 2 0 gz
12 4 9
25 5 25
-1 1
Der Vektor u; = 1 und der Richtungsvektor v = 1 der Drehachse
0 -1
sind wegen u; o v = 0 orthogonal; damit bilden uy, us, v mit
1 -1 1
Uy =V X Uy = 1 X 1 =11
-1 0 2
ein Orthogonalsystem und folglich
-1 1 1
1 1 1
et L wo_ 1 v _ 1

== - ]. 5 U2: = s /USZ =
luall V2 luzll - V6 \ 5 loll - v3 \ 4

eine Orthonormalbasis im euklidischen R3. Bei den zu betrachtenden Drehungen
bleibt v3 als Punkt der Drehachse fest, wihrend sich die Wirkung dieser Dre-
hungen um die Winkel ¢ = +7 in der von v; und vy aufgespannten Lotebene
niederschlagt; fiir die darstellende Matrix dieser Drehungen beziiglich vy, vo, v
ergibt sich damit

M- D 0 it D= (C0s¥ —sing ’
0 1 siny  cosy

also
(0 -1 (0 1\ 7
Dl_(l 0> und DQ—(_l O>—D1
und damit
0 -1 0 0O 10
Mi={(1 0 0 und  My=|-1 0 0| =M.
0 0 1 0 0 1
Mit
1 1 1
Y2
P:(Ul,vg,vg): 75 76 73 GOg(R)
2 1
0 % —

ergibt sich fiir die Abbildungsmatrix U dieser Drehungen, also die gesuchte dar-



stellende Matrix U beziiglich der kanonischen Basis, dann M = PTUP, also

11 1 _1 1
: GG TR Gl T BN
0 =2 _1 0o 0 1 1
V6 V3 Vi VB B
S U _1 1
N I T A
- |\ v V6 V6 VG
2 9 _L 11 1
NG V3 Vi V3 T3
1 1 1 1 1
U A
= |37 3 T3 €OsR)
11 1, 1
3 V3 3 V3 3
sowie
Uy = PMyP" = PMP" = (PM;P")" =
1 11 11
T 1 31 K 1\/§ ? \{g
=l = §l+731 1§ 1 _3‘1"73 € 0s(R)
35T s T3 3

6.31 a) Mit der Drehmatrix

s ta T 1 1
D COS§ —Sln§ B 3 —5\/3 ]R2><2
L A T s - 1 1 <
Slng COSg 5\/5 5

0
0 = (Dap 0) € R3X3;
1

ergibt sich

0 1

damit beschreibt eine lineare Abbildung d : R?* — R3, die beziiglich einer
Orthonormalbasis by, by, by von (R3 o) die darstellende Matrix M € R3*3
besitzt, eine Drehung mit der Drehachse R - b3 und dem Drehwinkel ¢ = Z.

Wegen
1 1 1 1 —1
—1])oll] =0 und -1l x|1]= 1
1 0 1 0 2

wéhlen; bei der Reihenfolge by, by, b3 wird die entsprechende Drehung mit
dem entgegengesetzten Drehsinn betrachtet.



b) Mit der orthogonalen Matrix

6.32 a)

1 1 1
V2 V6 V3
P=(b,bybs)= |75 & —5|c€0sR)
0o = L
V6 V3

ergibt sich fiir die darstellende Matrix von d beziiglich der Standardbasis e,
ez, e3 von R3, also fiir die Abbildungsmatrix A € R3*3 von d mit d(z) = A-z
fiir alle € R3, iiber den Basiswechsel PTAP = M damit

1 1 1 1 _3
2 V6 B 2 73
_ T_ | 1 1 3 1 T _
A=PMP = |5 & v I R
2 1
0 % & 0 0 1
2 1 1 1
0 -% & 7 v 2 -z |
_ |+ -1 1 1 1 2 1 _ |11 2 2 ].
=2 V6 3 6 e | = |3 3 T3
IS U 1 1 1 2 1 2
2 V6 B /3 33 3 3 3

fiir die entsprechende Drehung mit dem entgegengesetzten Drehsinn erhélt
man die Abbildungsmatrix AT = A~ € O3(R).

Es ist nicht moglich, dass die Drehung d : R* — R3 beziiglich einer Basis ¢;,
ca, c3 von R3 eine darstellende Matrix in Diagonalgestalt besitzt; ansonsten
wiire der Endomorphismus d von R? und damit jede seiner darstellenden
Matrizen, also auch die Matrix M € R3*3 diagonalisierbar. Dies ist aber
nicht der Fall, da ihr charakteristisches Polynom

Xar(A) =det(M —X-E3)=|1y/3 1_x 0 Laplace

3. Zeile
0 01—\
LN —1/3
=00 e =[G Y
V33— s

nicht vollstdndig in Linearfaktoren zerféllt.

Fiir die Abbildungsmatrix A € R3*3 der linearen Abbildung f : R?® — R3,
flx)=A-x, gilt

A-ep=f(er) =€y, A-eg=f(ea) =e3 und A-e3= f(e3) =e;

und damit

A=A (er,e9,e3) =(A-e1,A ez, A-e3) = (e2,€3,€1) =

O = O
_ o O
O O =



Da die Spalten es, e, e3 von A eine Orthonormalbasis von R? bilden, ist A
eine orthogonale Matrix, und wegen

det(A) = = (0+40+1)—(0+0+0)=1

Sarrus

o = O

0
0
1

o O =

beschreibt f eine Drehung im euklidischen Raum R?. Die Drehachse a be-
steht aus allen Fixpunkten von f und stimmt daher mit dem Eigenraum
von A zum Eigenwert 1 {iberein; wegen

-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1
A—1-Es=[ 1 -1 0 s 0 -1 1 ~s 0 -1 1
o 1 —1/™\ o 1 _g/mnly o o
ist also
1
a=R-[1],
1

und fiir den Drehwinkel o von f gilt
Spur(A) -1 0-1 1

cosa =

2 2 2
Die gegebene Ursprungsebene
0 1
1 1
besitzt den Normalenvektor
0 1 -1
ﬂl =10] x 1] = 1
1 1
und damit die Gleichung
wox=0 bzw. —x1+x9=0.

Der LotfuBipunkt p; des Punktes e; auf der Ebene E; besitzt (als Punkt auf
der Lotgeraden von e; auf Fy) die Gestalt

1—A
p1:€1+)\'ﬂ1: )\
0

mit einen geeigneten A\ € R, wobei sich wegen p; € F; dann

1
—(1=X)+XA=0, also  2A=1 bzw. )\25’



6.33 a)

und somit p; = ergibt. Der Bildpunkt g;(e;) des Punktes e; unter der

O NN =

Spiegelung ¢g; an der Ebene E; ist demnach

1 1 0
gler) =er+(pr—e)+(pr—e)=2p—er= 1] = |0 =[1] =ea.
~———
~ o/ \o 0
Fiir die in b) ermittelte Spiegelung ¢; : R® — R3 an der Ebene
1
Fi=R-es+R-|1
1
gilt
gi(er) = eg und damit gi1(e2) = €1 sowie g1(e3) = es.

Entsprechend erhilt man fiir die Spiegelung ¢, : R* — R? an der Ebene

1
Ey=R-ea+R- |1
1

durch Vertauschung der Rollen von e; und e3 dann
ga(e1) = e3 und g2(e3) = ey sowie ga(€e2) = eq,

so dafl sich fiir das Produkt gyo0g; : R® — R3 der beiden Ebenenspiegelungen
g1 und g9 somit

(92091)(61) = g2 (91(61)) = 92(62) = €2 = f(el)
(gaog1)(e2) = ga(gile2)) = ga(er) = ez = flea)
(g2091)(e3) = ga(gi(es)) = gales) = e1 = fles)

[y

ergibt. Folglich stimmen die beiden linearen Abbildungen f und g o g; auf
der Basis ey, ey, e iiberein, woraus f = g, o g; folgt.

Die gegebene Ebene E = {z € R3 | 22, — 15 — 23 = 0} besitzt das orthogo-
nale Komplement

Fiir z € R3 betrachten wir die Zerlegung

rT=_u AU fiir ein AeER
\ ,+ E )
ck GEL



woraus wegen
1’1—2)\
u=x—Nug=\| 22+ | €F
ZE3+)\

zunéchst
2(xy —2X\) — (z2+ A) — (3 + N) =0, also 211 — Ty — T3 = 6,
und damit A = & (221 — 25 — x3) folgt. Somit ist
$1—%(21’1—I’2—$3)'2
O'(CC):ZL‘—2/\aE: xg—%(Qxl—Iz—l’g)'(—l) =
T3 — % (2ZE‘1 — Ty — Ig) . (—1)
—%.131 + %Q?Q + %Ig
= §$1+§$2—%ZL’3 :AJ'ZL'
21y — 5y + 303

mit

Des weiteren besitzt die gegebene Gerade
g=R-u, mit ug =11
-1

das orthogonale Komplement g+ = {z € R® | 29 — 23 = 0}. Fiir z € R?
betrachten wir die Zerlegung

T= [ Ug+ U fiir ein uwEeR,
€ €9t
g
woraus wegen
X
~ _ 1
U=T— U= |T2—pn] €9
T3+ U

zunéchst
(w2 —p) — (w3 +p) =0, also  x5— x5 =2y,

und damit p = 5 (z2 — x3) folgt. Somit ist

(rg —x3) -0 — 2y —1
5@):2#%—%: (x2_373)'1_x2 = | —3 :A(S-ZE
(fz - xs) ’ (—1) — T3 —T2
mit
-1 0 0



6.34 a)

Die Hintereinanderausfithrung ¢ = 004 besitzt damit die Abbildungsmatrix
-1 2 2 -1 0 0 1 -2 =2
A=A, As=12 2 —1]lo 0o —1]=1[-2 1 -2
2 -1 2 0 -1 0 -2 =2 1

Die Abbildungsmatrix A von ¢ ist wegen

1 -2 -2 1 -2 -2 1
ATA=4[-2 1 -2 -2 1 =2|={0
-2 -2 1 -2 -2 1 0

Wl

o

—_ o O

0
1
0
orthogonal und wegen A" = A symmetrisch; folglich ist ¢ d

spiegelung in (R3 o) am Unterraum

U =FEig(4;1) mit U+ = Eig(A4; —1).

ie Orthogonal-

Wegen
-2 =2 =2 1 11
A-1-BEy=1l-2 =2 —2] ~ [0 0 0
-2 =2 =2 0 00
ist Rang(A — E3) = 1, also dim Eig(A; 1) = 2; folglich ist U eine Ebene, und
es gilt
U={zreR |z +z2+2x3=0}.
Die zu betrachtende Ebene
x
E = y| eR®| -2 —y+22=0p; CR?
2

stimmt mit dem Losungsraum des homogenen linearen Gleichungssytems
mit der erweiterten Koeffizientenmatrix

(-1 -1 2]0)

iiberein; mit den freien Variablen y = A € R und 2z = 1 € R ergibt sich fiir
die gebundene Variable

r=—-y+2z=-\+2pu,

und wir erhalten fiir £ die Parameterdarstellung

“A+2pu -1 2
E= A A, peRP=R-| 1 |+R-|0
7 0 1
Die Ursprungsebene £ C R3 mit der Gleichung —z —y 42 z = 0 besitzt den
-1 -1
Normalenvektor up = [ —1 | € R3 sowie gemé a) u; = | 1 | € R3 als
2 0
einen Richtungsvektor, so daf3
-1 -1 2
Uy = U X Up = 1 x|-1]=1[2] eR?



ein zu u; orthogonaler Richtungsvektor von E ist. Damit ist

-1 1
1 1
blzi bgzﬂ

=— 1], —— |1
fall = V2 \ Feall = V3 \

eine Orthonormalbasis von E sowie
- -1
Ug 1

by, by, by= —2 = 1
S T RV W

eine Orthonormalbasis von R? beziiglich des Standardskalarprodukts o; folg-

lich ist L .
I
T = (bl,bQ,b3) - 75 75 _76 S Og(R)
1 2
0 5 %

eine orthogonale Matrix. Wegen
T'€1:bl und T'€2:b2

gilt
Til . b1 = €1 und Til . b2 = €9,

woraus sich

x
Tﬁl(E) = Til (<b1, b2>) = <€1, €2> = Yy € Rg ‘ z=0
z
ergibt.
2 0
6.35 a) Die Vektorenwv; = | 2 | und vy = | 1 | sind offensichtlich linear unabhéngig
1 1

und damit schon eine Basis des Untervektorraums U = (v, vy) C R3. Wir
unterwerfen diese dem Gram—Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahren
und erhalten

2 1 1 2
ap=v; = |2 mit ||ai|| =3, also b = a==12],
1 ”a1|| 3 1
und
0 1 2 1 -2
GQZ’UQ—(UQObl)~b1:’UQ—b1: 1 —g 2 :g 1
1 1 2
mit
-2
1 1 1
las]| ==-3=1, also bo=——ay==-| 1 |;
3 I

damit ist by, by eine Orthonormalbasis von U beziiglich o.



Wir ermitteln zunéichst die notwendige Gestalt einer Matrix A € R3*3, so
daBl f:R® = R3 f(z) = Az, eine orthogonale Abbildung mit

3 (3 17
fen =210 ] wd  fa) =z 0
5 5
—4 -1
ist. GemaB a) ist
b L L d b b
—_ — . —_ — . n — — —
1 3 aj 3 V1 u 2 a2 U2 1
und mit der Linearitdt von f ergibt sich
3 3
1 1 3 1
f(bl):§'f(vl) = 33 0 =5 0 )] =w
—4 —4
1 7 1 3 1 4
f(be) = f(v2) — f(b1) = 5 0 3 0 =z 0] =ws
-1 —4 3
Wir ergénzen by, by durch
2 —2 3 1
1 1 1 1
b3:b1><b2:§ 2 Xg 1 :§ 6] ==1-2
1 2 6 2

zu einer Orthonormalbasis by, by, by von (R?,0); ferner ist

3 1 4 1 0 0
UJ3:U)1XU12:5 0 Xg 0 :2—5 25 =1| -1
—4 3 0 0

Aus b3 Lby und b3 Lby folgt wegen der Winkeltreue von f zunéchst
f(b3)Lf(b1) = w1 und  f(bs)Lf(b2) = wo,
also f(b3) = A - ws fiir ein A € R; die Langentreue von f liefert dann
L= lbs|| = l[f (s)ll = lIX- ws|l = |A] - [Jws|| = [A] - 1 = |A],
also A = £1, und damit f(b3) = £ws. Wir erhalten demnach
A-by = f(by) = wy, A by = f(by) = wy, A by = f(b3) = fws,

mit der orthogonalen Matrix B = (b, b, b3) € O3(R) und der (ebenfalls
orthogonalen) Matrix C' = (w1, wy, w3) € R3*3 also

A-B=A-(by,by,b3) = (A-b1,A-by, A-b3) = (wy,ws,ws3) =C,
und damit

A=C-B1' =

B-1=BT

o] =

40\
0 F5]-z(-2
3 0/ 3\1 -2
2 10 11
== ¥ *10 F0
14 -5 2



Wir iiberpriifen nun, ob die beiden in Frage kommenden linearen Abbildun-
gen f:R3 - R3, f(z)=A-x, mit

1 -2 10 11 1 -2 10 11
A= R -5 10 -10 bzw. A= R 5 —10 10
-14 -5 2 -14 -5 2

tatsdchlich das Gewiinschte leisten. Wegen

L [~2 ¥ -4\ /-2 10 1 100
ATA:ﬁ 10 +£10 -5 1 T5 +£10 F10|=[0 1 0] =E;
11 F10 2 —-14 -5 2 00 1

ist A € R3*3 eine orthogonale Matrix, also ist f : R® — R? eine orthogonale
Abbildung, und es gilt

1 -2 10 11 2 3 3
f(vn) = T F5 +£10 F10 2| = R 0
—-14 -5 2 1 —4
und
1 -2 10 11 0 1 7
f(v) = B F5 £10 F10)]-|1] = R 0
—14 -5 2 1 -1

6.36 Wir zeigen zuniichst, dal es hochstens eine Drehung ¢ : R? — R? mit
o(vy) = vg und o(vg) = v3

geben kann, wobei vy, vy, v3 die gegebene Orthonormalbasis des R? ist. Aufgrund
der Winkeltreue der orthogonalen Abbildung ¢ erhélt man

vy Loy = p(v3) L p(vy) = vy
vs Lva = o(vs) L p(vz) = vs

und damit p(vs) = A - vy fiir ein A € R, wobei sich aufgrund ihrer Langentreue
L= {los|l = lle(ua)ll = 1A - vall = AL sl = [A]- 1 = |A],

also A = +1, ergibt; fiir das Vorzeichen liefert die Orientierungstreue von ¢ dann

det (vi, vz, v3) = det (p(v1), p(v2), p(vs)) = det (va, v3, A-v1) =
= \-det (Ug, Vs, Ul) = —\-det (UQ, V1, Ug) = A -det (Ul, Vg, U3) s

wegen det (v, vg, v3) # 0 also A = 1. Durch ihre Wirkung
p(v1) =v2,  @(v2) = v3 und p(v3) = v1

auf der (Orthonormal-)Basis vy, v2, v3 von R? ist nun die lineare Abbildung
¢ : R? — R3 schon eindeutig bestimmt.



Wir weisen nun nach, dal die einzige in Frage kommende lineare Abbildung
¢ : R? — R3 mit

p(v1) =va, @(v2) =v3 und  p(vz) = v
tatsichlich die gewiinschten Eigenschaften besitzt. Wegen

1):1]2 = O'U1+1'02+0'U3
ev)=v3 = 0-v1+0-v+1-v3

5
S

plvs) =v; = 1-v14+0-v3+0-0v;3
ist
0 01
M=(10 0] eR>
010
die darstellende Matrix von ¢ beziiglich der Orthonormalbasis vy, vs, v3 von R3.
Wegen
010 0 01 100
M"-M=10 01 1 00|=(010]|=E;
1 00 010 001
ist die Matrix M orthogonal, so dafl ¢ wegen
001
det(M)=11 0 0f = (0+0+1)—(0+0+0)=1
010 Sarrus

eine Drehung des euklidischen R? beschreibt. Fiir den Drehwinkel a von ¢ ergibt
sich schlieflich

Spur(M) -1 0—1 1

cosa =

2 2 2

(Diese Informationen lassen sich aus der darstellenden Matrix M € R3*3 der
linearen Abbildung ¢ : R?* — R? beziiglich der Orthonormalbasis v;, vy, v3 ebenso
gewinnen wie aus ihrer Abbildungsmatrix A € R3*3 selbst: mit der orthogonalen
Matrix P = (v, v2,v3) € O3 ergibt sich ndmlich fiir den Basiswechsel

M=P''AP=P"AP bzw. A=PMP'=PMPT,

so dal mit M dann auch A (als Produkt orthogonaler Matrizen) orthogonal ist;
ferner sind A und M zueinander dhnliche Matrizen und besitzen daher dieselbe
Determinante und dieselbe Spur.)

6.37 a) Unter Verwendung der Bilinearitdt und der Symmetrie des Standardskalar-
produkts o von R? sowie der Beziehung ||v;| = ||vz|| ergibt sich

(vl—f-vQ)o(vl—vg):vlo(vl—vg)+vgo(v1—v2):
:'UlO'l}l—'—’UlO(—'U2>+’UQO'U1+'U20(—'U2):
=V 0V — V] OVUg + U] OVUy — Vg O Vg =

—= V1 OVU1 — V20U = ||U1”2 - ||U2||2 = O,

damit stehen die Vektoren v; + v und v; — vy senkrecht aufeinander.



b) Die Vektoren vy, vg sind linear unabhéingig mit £ = (vq, v9); wegen vg # 0
folgt aus vy € E* schon v ¢ FE, so daBl vy, vy, vz linear unabhéngig und
damit eine Basis von R3 bilden. Nach dem Prinzip der linearen Fortsetzung
gibt es nun genau eine lineare Abbildung ¢ : R? — R? mit

d(v1) =wvg, O(vy) =v; und I(vs) = —vs,

und es bleibt zu zeigen, daf§ § eine Drehung des euklidischen (R3, o) ist. Dazu
betrachten wir die Vektoren vy + vy, v1 — v9 € E; wegen der Orthogonalitét
von v; + vg und v; — vy bilden

U1 + V2 U1 — V2

b1 = und b2 =

lv1r + va| lvr — o]

eine Orthonormalbasis von E. Da ferner der Vektor vz € R?\ {0} senkrecht
auf F steht, ist by = ”5—2” eine Orthonormalbasis von E+, so daf insgesamt

V1 + U2 V1 — VU2 V3
by = ——, by = —— und bs =
[[01 4 va| [0 — vs [vs]]
eine Orthonormalbasis von (R?, o) bilden. Dabei gilt nach Konstruktion
(v +v2) =6(v1) +0(v2) = v+ v =01+ Vo
6(v1 —v2) = 6(v1) = d(v2) = v2—v1=—(v1—v2)
5(?)3) V3
und damit
(b)) = b = 1-by + 0-by + 0-bs
d(be) = —by = 0-by + (=1)-by + 0-bs
d(bs) = —bs = 0-by + 0-by + (—1)-b3

Folglich besitzt die darstellende Matrix M von ¢ beziiglich der Orthonormal-
basis by, by, bz von (R3, o) die Gestalt

1 0 0 L0
M=[0 -1 0 :(0 D)ER?’X?’,
0 0 -1 i

so daf} ¢ eine Drehung mit der Drehachse R - by und dem Drehwinkel ¢ =
beschreibt, der sich in der Lotebene (by, b3) niederschligt. Dies 148t sich
ebenfalls an der Abbildungsmatrix A € R3*3 von ¢ ablesen; mit der ortho-
gonalen Matrix P = (b1, by, b3) € O3(R) ergibt sich nimlich M = PTAP
bzw. A = PMPT, so daB A als Produkt orthogonaler Matrizen selbst or-
thogonal ist, und wegen det(A) = det(M) = 1 ist ¢ schon eine Drehung.
Alternativ kann man auch ohne Verwendung der oben konstruierten Ortho-
normalbasis by, bs, b3 von (R3, o) argumentieren. Dazu betrachten wir nun
die Drehung ¢ mit der Drehachse R - (v; 4+ v2) und dem Drehwinkel ¢ = 7.
Fiir diese Drehung § miissen wir noch die gewiinschten Eigenschaften

d(v1) =wvg, d(va) =v; und I(vs) = —v3



6.38 a)

nachweisen. Der Punkt v; + v9 bleibt als Punkt der Drehachse fest, wahrend
sich die Wirkung der Drehung um den Winkel ¢ = 7 in der von v; — vy und
vy aufgespannten Lotebene niederschlégt; es ist also

O0(v1 +v9) =v1 + vy sowie d(v3 —v9) = —(v1 —v2) und (vs) = —vs3
und damit

(5(1)1) + 5(7)2) = (5(1)1 + UQ) = V1 + Vg
d(v1) = d(vg) =0(v1 —wve) = —(v1 —vg) = —v; + vy

woraus man durch Addition der beiden Gleichungen
25(v1) = 29, also d(v1) = vo,
sowie durch Subtraktion der beiden Gleichungen
26(vg) = 2wy, also d(vg) = vy,
zusammen also fiir die Drehung ¢ die gewiinschten Eigenschaften
d(v1) = va, d(vg) = vy und  (vs) = —vs.
erhélt.

Wir betrachten eine Drehung ¢ des euklidischen R?® mit der symmetrisch
vorausgesetzten Abbildungsmatrix D € R3*® um die Drehachse @ und den
Drehwinkel «, und ergéinzen einen normierten Richtungsvektor vz von a zu
einer Orthonormalbasis vy, v5, v3 von (R, o). Die darstellende Matrix von
@ bezgiiglich vy, vy, v ist damit

cosae —sina 0
M = |sina cosa 0] e R¥*3,
0 0 1

und mit der orthogonalen Matrix P = (vq,v9,v3) € O3(R) ergibt sich iiber
den Basiswechsel M = PTDP. Wegen

MT=(P"DP)' =P'DT(PT) = P"TDP=M

ist mit der Abbildungsmatrix D auch die darstellende Matrix M symme-
trisch, woraus sin @ = 0 und damit o = 0 oder o = 7 folgt.

Fiir = 0 ist ¢ die identische Abbildung, und fiir o = 7 ist ¢ eine Gera-
denspiegelung an der Drehachse a; in beiden Féllen ist also die Abbildungs-
matrix D tatsdchlich symmetrisch.

Die Drehung ¢ des euklidischen R3 um die z—Achse mit dem Drehwinkel
a = 7 besitzt die Abbildungmatrix

cosae —sina 0 -1 0 0
D= |sina cosa O|=|0 —1 0] R,
0 0 1 0 0 1



und die Spiegelung v des euklidischen R? an der die z—Achse beinhaltenden
Ebene x = y besitzt die Abbildungsmatrix

cos% sing 0 010
S=|sinf —cosZ O|=11 0 0 e R3%3,
0 0 1 0 01

Wird zunéchst die Drehung und danach die Spiegelung ausgefiihrt, ergibt
sich die lineare Abbildung v o ¢ mit der Matrix

010 -1 0 0 0 -1 0
S-D=1100|-{0 -1 0]={(-1 0 0],
0 01 0 0 1 0 0 1

wird zunéchst die Spiegelung und danach die Drehung ausgefiihrt, ergibt
sich die lineare Abbildung ¢ ot mit der Matrix

-1 0 0 010 0 -1 0
D-S=10 —-10]-({100)]=-1 0 0];
0 0 1 0 01 0 0 1

es ist hier also S'- D = D - S und folglich ¥ o ¢ = @ 0.

6.39 In einem euklidischen Vektorraum W mit dem Skalarprodukt ¢ wird fiir einen
Unterraum U C W das orthogonale Komplement

Ut ={weW|p(uw)=0 firale uecU}

betrachtet; dies ist wiederum ein Unterraum von W. Dabei gilt fiir Unterrdume
Uy, Uy CW mit Uy C U, wegen

welUy = ou,w)=0 firale ucU,
U1:g>]2 o(u,w) =0 firalle weU
— wecUf
schon (x) Us" C Ui-. Somit ergibt sich fiir Unterrdume U, V' C W dann:

a) Wegen
UCcU+V und VCcU+V

gilt gemaf (x)
U+V)y*cvut wd (U+V)P v

zusammen also

U+V)y-cutnvt
Fiir ,2“ sei w € U+ N V+; damit gilt sowohl

we U™+, also e(u,w) =0 firalle weU,
also auch

we VE also o(v,w) =0 firale veV.



Fiir alle x € U+ V gibt esnun v € U und v € V mit x = u + v, so daf} sich
wegen der Linearitdt von ¢ im 1. Argument dann

o(x,w) = p(u+v,w) = pu,w) + ev,w) =04+0=0

ergibt; damit ist aber w € (U 4 V).

b) Wegen
UNVCU ud UNVCV

gilt geméB (x)
Utcwnv)y:  ud ViC(UNV),

zusammen also

Ut+vitcwnv).

6.40 Zu betrachten ist ein euklidischer Vektorraum (V, ) mit dem R-Vektorraum V'
von dim(V') < oo und dem Skalarprodukt ¢ : V' x V' — R. Fiir einen Untervek-
torraum U C V wird

Ut ={veV|pu,v) =0 firale ue U}
definiert; es seien U und W beliebige Untervektorraume von V.

a) Wir zeigen, da8 U~ ist ein Untervektorraum von V ist, anhand des Unter-
raumkriteriums:

o Fiir Oy € V gilt
©(u, Oy) 5 0 firalle weU;
damit ist 0y € U*.
e Fiir alle vy, vy € U+ gilt vy, v5 € V mit
o(u,v1) =0 und @(u,v9) =0 firalle we U,
fiir v1 + vy € V folgt also
o(u, v + v) 5 o(u,v1) + p(u,v2) =0+0=0 firalle ueU,
und damit ist vy + vy € U™L.
e Fiirallev € U+ und A € R gilt v € V mit
o(u,v) =0 furalle u e U;
fiir - v € V folgt also
o(u, A - v) (*:))\-gp(u,v):)\-O:O fir alle w e U,

und damit ist A -v € U+,

Dabei geht bei () jeweils die Linearitét von ¢ im zweiten Argument ein.



Fiir jedes v € V betrachten wir die orthogonale Projektion uy € U von v in
U; damit gilt

ulov—ug also @u,v—uy)=0 firalle ueU,
und damit 7 = v — ug € U+, so dal wegen
v=(v—u) +uy=ut+uclU+U"
zunichst U + U+ =V folgt. Fiir alle v € U N U+ gilt ferner
velU und veU™, also o(v,v) = 0;

da ¢ positiv definit ist, folgt schon v = 0y und damit dann U N U+ = {0y }.
Mit der Dimensionsformel fiir Untervektorrdume ergibt sich nun

dim(V) = dim(U + U*) = dim(U) + dim(U*) — dim(U NU*) =
= dim(U) 4 dim(U+) — dim({0y}) = dim(U) + dim(U*),
also dim(U*) = dim(V') — dim(U).
Fiir jedes u € U gilt gemif der Definition von U~ insbesondere
o(u,v) =0 fiiralle v € Ut
da ¢ symmetrisch ist, folgt daraus
o(v,u) =0 fiiralle ve U™,
und damit gilt u € (U4)*. Demnach ist U C (U4)*, und wegen
dim((U4)Y) = V—dimU") = V—(V-dim(U))=dim)

) ur b) fﬁr U

folgt daraus schon U = (U+)*.
Wir zeigen (U+ W)+ = ULtNW+ durch den Nachweis von zwei Inklusionen:

o Fiir ,C* sei v € (U + W)t; damit gilt ¢(z,v) =0 fiir alle x € U + W,
Daraus folgt zum einen wegen U C (U + W) schon

o(u,v) =0 fiiralle weU, also veU™,
und zum anderen wegen W C (U + W) schon
o(w,v) =0 firalle weW, also veW™,

insgesamt also v € U+ N W+,

o Fiir ,D“seiv € Ut NWH, also v € Ut und v € W+; damit gilt zum
einen
o(u,v) =0 firalle uweU (wegen v € U™)

und zum anderen
e(w,v) =0 firalle weW (wegen v € W),
wegen der Linearitédt von ¢ im ersten Argument demnach insgesamt
o(u+w,v) =p(u,v) + p(w,v) =0+0=0
fiir alle u +w € U + W, also v € (U + W)=,



