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— Lo6sungsvorschlag —
5.1 Wegen
11 -1 -1 11 -1 —1 10 —7 —8
A=123 4 5 111115311016 7 111135111016 7
57 7 9/ ™M \o 2 12 14/ "M oo 0o o0

ist 7 = Rang(A) = 2 und damit
dimKern(p) =4 —r =2 sowie dim Bild(¢) = r = 2;
genauer gilt:

e Kern(p) = {z € R | p(z) = 0} stimmt mit dem Ldsungsraum des homo-
genen linearen Gleichungssystems A -z = 0 mit den freien Variablen x3 und
x4 tiberein; folglich ist

7 8

—6 -7
Uy = 1 ) Uy = 0

0 1

eine Basis von Kern(yp).

e Bild(p) = {p(z) | z € R*} stimmt mit dem Spaltenraum der Matrix A iiber-
ein; da die erste und zweite Spalte einen Pivot beinhaltet, bilden die erste
und zweite Spalte von A, also

eine Basis von Bild(yp).
5.2 Gegeben ist die lineare Abbildung

2 2 1 2 =2
-6 -6 -3 —4 2
-2 -1 -1 -1 0
4 5 2 4 -4

R =R fla)=A-x, mit A= € R¥3,



a) Wegen

2 2 1 2 =2
A -6 -6 -3 —4 2 11431
S l1-2 -1 -1 -1 0 III+I V-2l
4 5 2 4 -4
2 21 2 — 2 21 2 =2
- 000 2 — 0100 O I-211
01 01 — II<—>IV 01 0 1 =2 -
0100 0 000 2 —4
2 01 2 2010 2
- 01 00 0 1201 01 00 O
0 0 01 v— 2111 00 01 =2
000 2 000O0 O
ist » = Rang(A) = 3 und damit dimBild(f) = r = 3. Ferner stimmt

Bild(f) = {f(z) | z € R°} mit dem Spaltenraum der Matrix A iiberein; da
die erste, zweite und vierte Spalte einen Pivot beinhaltet, bilden die erste,
zweite und vierte Spalte von A, also

2 2 2
o 6 4
wy = 921 Wy = -1 w3 = -1
4 ) 4

eine Basis von Bild(f).
b) Wegen
dim Bild(f) = 3 < 4 = dimR*

a)

ist Bild(f) € R?*, und damit ist f nicht surjektiv. Ferner ergibt sich mit der
Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen

dim Kern(f) = dimR® — dim Bild(f) =5 — 3 = 2,
also Kern(f) # {0}, so daf f auch nicht injektiv ist.

5.3 a) Wir weisen die Linearitdt der gegebenen Abbildung

U1
92R3—>R, Vg '—>’U1—U2+2U3,
U3
I Y1
anhand der Definition nach: fiir alle z = | 25 | und y = | y2 | € R3 sowie
T3 Y3
A€ R gilt
T1+
e zum einen x +y = | 22 + 1o | € R? mit
T3 + Y3

gx+y)=(x1+y1) — (2 +y2) +2(x3+y3) =
= (21 — 22+ 223) + (Y1 — ¥2 + 2y3) = g(v) + g(y),

weswegen ¢ zunéchst additiv ist, und



/\1’1
e zum anderen \-x = | Azy | € R? mit

)\ZL‘3
gN-2) = Aoy — Amy 2 a3 = N+ (17 — 29+ 223) = X g(2),

weswegen g dann auch homogen ist.

U1
Damit ist ¢ : R* — R eine lineare Abbildung; fiir alle v = | vy | € R? gilt
U3
1
gw)=v —ve+2v3=(1 =1 2)- (v | =A-v
U3

mit

A=(1 -1 2) eR",
so daB3 A die Abbildungsmatrix von g, also die darstellende Matrix von g
beziiglich der Standardbasen e, es, e5 von R? und 1 von R, ist.

Die Abbildungsmatrix A € R*3 besitzt den Rang r = Rang(A) = 1, und
damit erhélt man

dimKern(g) =3 —r=2  sowie dim Bild(g) = r = 1;

genauer gilt:

e Kern(g) = {z € R? | g(x) = 0} stimmt mit dem Losungsraum der ho-
mogenen linearen Gleichung A -z = 0 mit den freien Variablen x5 und
x3 iiberein; folglich ist

1 —2
Uy = 1 s U = 0
0 1

eine Basis von Kern(g).

e Bild(g) = {g(z) | z € R*} stimmt mit dem Spaltenraum der Matrix
A {iberein; da die erste Spalte einen Pivot beinhaltet, bildet die erste
Spalte von A, also 1, eine Basis von Bild(g).

Die Losungsmenge L der linearen Gleichung
glv) =1 bzw. v — vy + 203 = 1,

setzt sich additiv aus einer partikuldren Losung v, dieser Gleichung, also
etwa v, = e; € R*® und dem Losungsraum der zugehorigen homogenen
Gleichung g(v) = 0, der mit dem Kern(g) = (uy,u2) C R? iibereinstimmt,
zusammen; es ist also

1
L=v,+Kemn(g)=|0]+R-[1]+R-| 0
0



5.4 a) Wegen

1 -2 3 5 1 -2 3 5\,
A=|—2 14 -3 7| " |0 0o 3 3|32
3 -6 4 10/ ™" \0o 0o -5 -5
1 -2 3 5 1 -2 0 2
wlo o 1 1] = 1o o 11
00 -5 -5/ " \0 0 00

ist 7 = Rang(A) = 2 und damit
dimU =4 —r =2 sowie dim W =r = 2;

genauer gilt:

e U = Kern(f) stimmt mit dem Losungsraum des homogenen linearen
Gleichungssystems A-x = 0 mit den freien Variablen x5 und x4 iiberein;
folglich ist

—2

Uy =

S O~ N

eine Basis von U.

e W = Bild(f) stimmt mit dem Spaltenraum der Matrix A iiberein; da
die erste und dritte Spalte einen Pivot beinhaltet, bilden die erste und
dritte Spalte von A, also

1 3
wy, = —2 s Wy = -3 s
3 4

eine Basis von W.

b) Fiir eine lineare Abbildung ¢ : R* — R* mit Kern(g) = W und Bild(g) = U
miiite nach der Dimensionsformel

3 = dimR? = dim Kern(g) + dim Bild(g) = dim W + dimU =2 +2 =4

gelten; daher kann es keine derartige lineare Abbildung geben.

5.5 a) Wegen
1 2 —1 12 -1 2 10 -3 4
A, =2 5 —1 101 1 -1 | = (o1 1 -1
14 1 MT\p 2 2 s—2/ "™ \p 0 0 s
gilt

2, falls s =0,

dim Bild(fs) = Rang(A;) =
im Bild(f,) ang(4,) {3, falls s # 0.



Damit ist fs; genau dann surjektiv, wenn s # 0 gilt, und in diesen Féallen
erhalten wir gemafl obiger Rechnung

3
-1

1

0

Kern(f,) ={z eR*|A,-2 =0} =R-

b) Fiir s = 0 erhalten wir gemés a)
10

Ao ~ 01 1
00 0 O
Kern( fo) stimmt mit dem Losungsraum des homogenen linearen Gleichungs-
systems Ag - x = 0 mit den freien Unbestimmten x3 und x4 iiberein; damit

bilden
3 —4
-1 1
w=1 4 und Uy = 0 eR*
0 1

eine Basis von Kern(fy). Ferner stimmt Bild(fy) mit dem Spaltenraum der
Matrix Ay iiberein; da z; und x5 die gebundenen Unbestimmten sind, bilden
die ersten beiden Spalten

S1

I
DO
=
=
(oW
®
no
|
S Ot o
m
e
w

von Ay eine Basis von Bild(fp).

5.6 Zu betrachten ist die lineare Abbildung F': R* — R* F(z) = B -z, mit

1 -1 2 0

ot 0 2] e

B=11 0 1 2|8
0 -1 1 1

a) Der Kern von F' ist der Losungsraum des homogenen linearen Gleichungs-
systems B - x = 0; wegen

1 -1 2 0 1 -1 2 0
B_ 1 1 0 -2 -1 0o 2 -2 =2 —
1 0 1 -2]lm1|0 1 -1 =2 1
0 -1 1 1 0 -1 1 1
1 -1 2 0 1 -1 2 0
- 0o 1 -1 -1 nr-1 0o 1 -1 -1
0 1 -1 2]+ |0 O 0 -1
0 -1 1 1 0O 0 0 O



ist x3 die einzige freie Variable, und

-1
U= } e R?
0
ist eine Basis von Kern(F').
b) Wegen
0 -1 2 0
1 0 0 =21 -
B—1-Ei= 1 0 0 —2| mm
0 -1 1 0
0o -1 2 0 1 0 0 =2
1 0 0 —-2| en (O -1 2 O
> >
0 O 0 0 mewv [0 0 —1 0
0 0 -1 0 0O 0 0 O
st

Rang(B—1-E;)=3<4

und damit A = 1 ein Eigenwert der Matrix B der geometrischen Vielfachheit
v=4—3=1; dabei ist

2
. 0
Eig(B;A=1)=R- 0
1
c) Fir das charakteristische Polynom xp der Matrix B ergibt sich
xB(\) = det(B— \- Ey)
1-X -1 2 0
B 1 1—X 0 -2
N 1 0 11— =2
0 -1 1 1—A
1—-Xx -1 2 0
B 1 1—X 0 -2
1111 0 X—11-X 0
0 —1 1 1—A
1—-X -1 2 0
1 1-Xx 0 =2
= -1
(A—1) aus III <)\ ) 0 1 -1 0
0 -1 1 1-=A



1—-x -1 2 0
1 1—-X 0 —2
IV-HIIT ()\ N 1) 0 1 —1 0
0 0 0 1-—2M\
1—-X -1 2 0
_ 2 1 1-X 0 =2
(A—1) aus IV (A=1) 0 1 -1 0
0 0 0 -1

1—x -1 2
A=12 (=D (=) 1 1-X 0
0 1 -1
Sarrus ~A=1* (= (1= +0+2) = (0+0+1))
A=1%- (1-22+ X —2+1)
A=12-(A=2)-\

4. Zeile

fiir alle A € R; folglich besitzt der Eigenwert A = 1 die algebraische Viel-
fachheit a = 2, so dafl die Matrix B wegen v < « nach dem Hauptsatz {iber
diagonalisierbare Matrizen nicht diagonalisierbar ist.

5.7 In Abhéingigkeit vom Parameter ¢ € R sind

V43111

2 -2 1 -3 1
o —2 —2t t 4 +t Ax4 o O 4
A(t) = a4 4 29 8t eR und  b(t) = 9 eR
6 -6 3+t -9+t 3—t2
zu betrachten; dabei gilt
2 -2 1 -3 1
-2 =2t t 44+t 0
(A(®) [0(1)) = 4t -4 2-2 8t | 2
6 —6 3+t —9+t/3—1t>
2 -2 1 -3 1
141 0 —2—-2t 1+t 1+t 1
III+2t1, IV—31 0 —4— 4t 2 2t | 2t + 2
0 0 t t —t?
2 —2 1 -3 1
- 0 —2—-2t 14+t 1+4+¢t 1
11211 0 0 =2t =2 | 2t
0 0 t t | —t?
2 -2 1 -3 1
- 0 —2—2t 1+¢t 1+t 1
0 0 -2t =2 2t
0

0 0 t—1|t—1¢




a) Gemif obiger Rechnung ist

5 9 1 -3
0 —2014+8) 146 14+t

Alt)~ 1 0 _op o |
0o 0 0 t-1

fir alle t € R\ {—1,0,1} ist —2(1 +¢) #0und =2t # 0 und t — 1 # 0, so
daf} sich zunéchst in diesen Fillen Rang(A(t)) = 4 ergibt.
Fiir die verbleibenden drei Parameterwerte erhalt man

9 -9 1 —3 9 —2 1 -3
00 0 0 0 0 2 —2
AD~1o 0 2 2™ lo o o 2|
0 0 0 —2 0 0 0 0
also Rang(A(—1)) = 3, und
9 —92 1 -3 9 -2 1 -3
0 -2 1 1 0 —2 1 1
A0 ~10 0 0 2”10 0 o 2|
0 0 0 —1 0 0 0 0
also Rang(A(0)) = 3, und
9 -2 1 -3
0 -4 2 2
AD~10 o 9 o]
00 0 0

also Rang(A(1)) = 3.
b) Der Kern der zu betrachtenden linearen Abbildung

60 : ]R4 — ]R4, 60(1‘) = A(O) -,
ist gemaf
Kern ({y) = {z € R* | {o(z) = 0} = {z € R* | A(0) -z = 0}

der Losungsraum des homogenen linearen Gleichungssystems A(0) - x = 0;
gemédf a) ist

2 -2 1 -3 2 0 0 —4
O -21 1) 1110 -2 1 1
A0~ 14 o o0 2 Tmlo o o0 1
0 0 0 0 0 0 0 0
und damit
0
_ 1 4
V= 9 ceR
0

eine Basis von Kern (¢p).



c) GemiB a) besitzt fir t € R\ {—1,0, 1} die Matrix A(¢) den vollen Rang 4,
so daB hier das inhomogene lineare Gleichungssystem A(t) - © = b(t) wegen

Rang(A(#) [ b(t)) = 4 = Rang(A(t))

sogar eindeutig losbar ist; fiir die verbleibenden Fille ergibt sich:

o flirt=—11st

-2 1 =3] 1
0 0|1
2 =2/ =2\
0 —2| -2

(A(=1) [b(=1)) ~

S OO
o O O

und wegen des Widerspruchs in der zweiten Zeile ist das inhomogene
lineare Gleichungssystem A(—1) - x = b(—1) nicht 16sbar.

e fiirt =0 ist
29 —2 1 -3|1 9 —2 1 —3|1
0 —2 1 1|1 0 —2 1 1|1
(AO TN~ 145 o o Z2lo] ™o o o —20]"
0 0 0 —1/0 0 0 0 010

und wegen Rang(A(0)|b(0)) = 3 = Rang(A(0)) ist das inhomogene
lineare Gleichungssystem A(0) - x = b(0) losbar.

o fiirt =1 ist
2 =2 1 =31
0 -4 2 211
CI IR PO b
0O 0 O 010

und wegen Rang(A(1)|b(1)) = 3 = Rang(A(1)) ist das inhomogene
lineare Gleichungssystem A(1) -z = b(1) losbar.

5.8 a) Esist
1 -4 3 2 1 -4 3 2
A— 2 =3 1 -1 121 0 5 -5 -5 —
3 -2 -1 4| ms3,vea [0 10 —10 —10 L
-1 -1 2 3 0O -5 5 5)
1 -4 3 2 10 -1 —2
— o 1 -1 -1 T411 01 -1 -1}
0 10 —10 —10 ) mr—1om,1vest O O O O |°
0 -5 5 5 00 O 0

damit ist r = Rang(A) = 2, so daf sich fiir den zugehorigen Endomorphis-
mus f4:R* 5 RY l4(x) = A-x, zunichst

dimKern(f4) =4 —r =2 und dim Bild(€4) =r =2

ergibt. Genauer gilt:



e Kern(/y) = {r € R* | A- z = 0} stimmt mit dem Lésungsraum des ho-
mogenen linearen Gleichungssystems A -x = 0 iiberein; iiber die beiden
freien Variablen x3 und x4 erhalten wir

Uy = Ug = €R4

O = =
— O~ N

als Basis von Kern(Z,).

e Bild(f4) = {A -z |x € R*} stimmt mit dem Spaltenraum der Abbil-
dungsmatrix A iiberein; iiber die beiden Pivots in der ersten und zweiten
Spalte erhalten wir

e R?

als Basis von Bild(£4).
Wir betrachten die Matrix M = (uy, us, 51, S2) € R?? und erhalten

1 2 1 -4 1 2 1 -4
M= 11 2 =3 -1 0 -1 1 1 -
10 3 -2|ma1|0 =2 2 2 | (1o
01 -1 -1 0O 1 -1 -1
1 2 —4 10 3 =2
0O 1 -1 -1 I-2IT 01 -1 -1
N oard N
0 —2 2 2 |myaa,v-r (O 0 0 0 |’
o 1 -1 -1 00 0 O
damit gilt
ST = 3'U1 + (—1)’&2 € <U1,U2>
So = (-2)U1 + (—].)UQ c <U1,U2>,

woraus sich zunéachst
Bild(£4) = (s1,52) C (u1,us) = Kern(¢,4)

und mit dim Kern(¢4) = dim Bild(£,4) dann Kern(¢4) = Bild({4) ergibt.

b) Fiir die beiden Endomorphismen
lp:R* - R* (p(z)=B-z, und lo:R* = R* lo(z)=C -z,

mit den Abbildungsmatrizen

0100 0001
10010 Axd {0000 Axd
B_00016R undO-OOOOeR

0000 00000



5.9 a)

gilt zum einen

Kern(/g) = (e1) und Bild({p) = (e1, e, €3)
und zum anderen

Kern({c) = (eq, ez, €3) und Bild(4¢) = (e1),
insgesamt also

Kern(¢g) C Bild(¢z) CR* und Bild({¢) € Kern(¢o) € R*.

x
Firallev = |y | € R3 gilt
z
x 20—y —z
Tv)=m|ly| = r—2z
z x—y
und damit
20—y —z 2Qr—y—2)—(x—2)—(x—y)
m(r(v)) = =« T —z = 2r—y—2z)—(x—1y)
x—y 2r—y—2z)—(z—2)
dor—-2y—2z—z+z—x+y 20 —y—z
= 20 —y—z—x+y = r—z =m(v).
20 —y—z—x+=z2 Tr—y

Fiir jedes w € Kern(w) N Bild(7) gilt
e zum einen w € Kern(r), also 7(w) = 0, und
e zum anderen w € Bild(7), also w = m(v) fiir ein v € R3;

damit ergibt sich zusammen

m(v) = a(x(v)) =7(w) = 0

w = =
weBild() a) weKern(r)

also Kern(m) N Bild(7) = {0}.

Wegen Kern(7) C R? und Bild(7) C R? ist auch Kern(r) 4+ Bild(7) C R?;
mit der Dimensionsformel fiir Unterrdume ergibt sich zunéchst

dim (Kern(7) 4 Bild(7)) =
= dim Kern(7) + dim Bild(7) — dim (Kern(7) N Bild(7)) =

(. S

—{0} gomii$ b)
= dim Kern(7) 4+ dim Bild(~),

woraus mit der Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen dann
dim (Kern(7) + Bild(7)) = dim Kern(r) + dim Bild(7) = dim R?

und damit insgesamt Kern(w) + Bild(7) = R? folgt.



5.10 a) Esist

1 1 1 1 00 1 0 0] 0 0 1
SE)=[110]010|~[110[010]~
1 0 010 0 1 1 1 1 1 0 0
1 0010 0 1 1 000 O 1
110[0 1 0f~[010[0 1 —1]=(9
0011 —10 0011 -1 0
0 0 1
Damit ist S invertierbar mit S~'=95"= |0 1 -1
1 -1 0

Da die Matrix S = (a1, as, ag) geméf a) invertierbar ist, bilden ihre Spalten
a1, as, as eine Basis von R?; demnach gibt es fiir jeden R-Vektorraum W
und jede Wahl von Vektoren wq, we, w3 € W genau eine lineare Abbildung

f:RP =W mit f(a) =wy, flag) =w; und f(a3) = ws.

Insbesondere existiert also genau eine lineare Abbildung f : R3 — R?® mit
f(a1) = as, f(as) = az und f(a3) = ay; fiir die gesuchte Matrix A € R3*3
gilt

Aay = flay) = as, Aag = f(ag) =a3 und Aaz = f(a3) = ay,

also
A- (ahaz,Gs) = (AalaAa27Aa3) = (a2,a3,a1).

Mit T = (ag, as,a;) € R3*3 gilt also A-S =T, und man erhilt

111 0 0 1 1 0 0
A=T-S1'=[1 0 1 0 1 —-1]=1]1 -1 1
00 1 1 =1 0 1 =10

Alternativ lafit sich die Aufgabe auch ohne Verwendung des Prinzips der
linearen Fortsetzung wie folgt 16sen: Sei f : R? — R3 eine lineare Abbildung
mit f(a;) = ag, f(az) = a3 und f(a3z) = aq; fir ihre Abbildungsmatrix
AeR¥>3 gilt Aa; = f(a1) = az, Aay = f(az) = az und Aaz = f(a3) = a1,
also A - (a1, as,a3) = (az, as,a;), und man erhélt wie oben

1 0 0
A=|1 -1 1
1 -1 0

Damit ist schon gezeigt, dafl es hochstens eine lineare Abbildung mit den
geforderten Eigenschaften gibt, ndmlich £4; die Probe

lalar) = Aay = az, lalas) = Aay=a3 und fly(az) = Aaz=a

beweist nun, dal f = ¢4 auch das Gewiinschte leistet.



511 a)

b)

512 a)

Es ist
1 00 1 0 0 1 0 0 1 00
ME)=[110l010]~[010]-110]~
01 1 0 0 1 01 1 0 01
1 00 1 0O 0
~lo10] -1 1 0]=EM
0 0 1 1 -1 1
1 0O 0
Damit ist M invertierbar mit M=M= -1 1 0
1 -1 1

Zu den im R3? gegebenen Vektoren betrachten wir die beiden Matrizen

100
F:(fl,fg,fg) = 1 10 :MEGL3<R)
01 1/)%
11 2
G=(91,92,95) = |2 1 1] eR>
1 21

Fiir eine Matrix N € R3*3 gilt nun:

N-fi=agi, N-fo=g2, N- f3 =93 <=
<~ N'(f17f27f3):(N'flvN'f%N'f?)):(91792793) <~
= N-M=G < N=G M,

also

11
N=121
1 2

— = N
|
—_

0 2
0O)=12 O
1 0 1

N

(i) Daey, es, 3 eine Basis von R? sind, gibt es nach dem Prinzip der linearen
Fortsetzung fiir jeden Vektorraum W und jede Wahl von Vektoren w;,
wo, w3 € W eine (eindeutig bestimmte) lineare Abbildung f : R — W
mit f(e;) = wy, f(ez) = we und f(e3) = ws, insbesondere auch fiir

W = R? und

2 2 4
wr=1[3], w=[1], ws3=1[4] € R3.
1 3 4



sind wegen vy = vy + v3 linear abhéngig; die Annahme, es gibt eine
lineare Abbildung f : R?* — R3 mit

1 0 _1
fo)=10], fw)=11], fluos=1{1],
fiihrt unter Verwendung der Additivitat von f in
0 1 1 0
Il = f(UQ) = f(Ul + U3) = f(vl) —+ f('U3) =10 + 1 11
0 0 1 |

zu einem Widerspruch. Damit kann es keine lineare Abbildung mit den
gewiinschten Eigenschaften geben.

b) Fiir die gegebenen Vektoren

1 —2 2 1
2 —2 4 4

U1 = -3 ’ Vg = 5 ) U3 = -6 ’ V4 = —4 c R4
—4 13 —14 —1

betrachten wir die Hilfsmatrix A = (vq,v2, v3,v4) € R?* und erhalten

1 -2 2 1 1 -2 2 1
A _ 2 -2 4 4 121 0 2 0 2
-3 5 —6 —4|mos,ivea |0 -1 0 -1
—4 13 —-14 -1 0O 5 -6 3
1 -2 2 1 10 2 3
al 0 0 1 14211 01 0 1
TV 0 —6 3 |msipv+z |0 0 —6 —2
0O -1 0 -1 00 0 O
1023 100 %
0101 01 01
T (o001t S0 o1 ]
00 00 00 00O

damit sind die Vektoren vy, vy, vs, v4 linear abhéngig, und es gilt
'04:%-1)1—1—1-2)24—%-1)3.
Fiir jede lineare Abbildung ¢ : R* — R* miifite damit
g(vy) =g(§-v1+1-v2+§-v3) 25'9(01)+1'9(U2)+%'9(U3)

gelten, wodurch mit den getroffenen Vorgaben in

1 1 4 2 7
ol ., |2 3|, |2 2
L= s Tl 2] te 2] | 2
0 4 1 2 11

ein Widerspruch entsteht; damit gibt es keine lineare Abbildung g : R* — R*
mit den gewiinschten Eigenschaften.



5.13

Die Vektoren

0 2 t
v = 1 ) Vg = 1 ) U3 = 1
0 t 2

sind genau dann linear unabhingig, wenn die Matrix B = (vy, v, v3) € R3*3
invertierbar ist. Wegen

det(B) = = (04+0+¢)—(04+0+4)=t"—4

Sarrus

o = O

2
1
t

N — o~

ist dies genau fiir
2 —440 <= 244 < t#+2
der Fall. Fiir ¢ = 2 ist v = v3 und damit
O-v14+1-v+(=1)-v3=0,
fir t = —2 ist vy + v3 = 2v; und damit
(=2) vy +1-v9+1-v3=0

eine nichttriviale Linearkombination des Nullvektors aus den dann linear
abhéngigen Vektoren vy, vy, vs.
Im Hinblick auf a) treffen wir die folgende Fallunterscheidung;:

e Fiir t # 2 sind vy, vs, v3 linear unabhiingige Vektoren in R?, wegen
dim R3 = 3 also eine Basis von R®. Damit gibt es nach dem Prinzip der
linearen Fortsetzung genau eine lineare Abbildung

R} =R mit f(v)) =wi, f(v2) =ws und f(v3) = ws.

o Fiir t = 2 gilt vy = v3; wegen wy # w3 kann es iiberhaupt keine Ab-
bildung f : R* — R3 mit f(vy) = wy und f(vs) = wsz geben, insbe-
sondere existiert damit auch keine lineare Abbildung f : R® — R?® mit
f(v1) = wy, f(v2) = wy und f(v3) = ws.

e Fiir t = —2 liegt die nichttriviale Linearkombination

—2v1 +va+v3=0

des Nullvektors aus den Vektoren vy, vo, v3 vor; dies entspricht genau

1 1 1
0 -2 2

Die linear unabhéngigen Vektoren vy, vy lassen sich nun zu einer Basis
v1, V2, v4 von R? erginzen, und fiir jede Wahl des Vektors wy € R3
gibt es nach dem Prinzip der linearen Fortsetzung eine (zu w, eindeutig
bestimmte) lineare Abbildung

[R5 R mit f(u) =wi, f(v2) =wy und f(vs) = wy,



welche dann auch

fvs) = f(2v1 —wa) =2 f(v1) — fve) = 2wy —wy = w3

erfiillt. Folglich gibt es in diesem Fall insgesamt unendlich viele lineare
Abbildungen

f:R* > R® mit f(v1) =ws, f(ve) =wy und f(v3) = ws.
5.14 a) Fiir die Matrix B = (vy,v9,v3) € R3*3 gilt

12 1 1 2 1 1 2 1
B=|[112-1] ~ [0 -1 2c=1)] ~ [0 =1 2(c—1)
02 1—c/""\0 2 1-¢ /)™ \0 0 3(c-1)

Y

damit ist

3, fallsc#1,

d. ) ) = R B -
1m<1)1 () U3> ang( ) {27 falls ¢ = 1.

b) Im Hinblick auf a) treffen wir die folgende Fallunterscheidung:
e Fiir den Fall ¢ # 1 bilden die drei Vektoren vy, ve, v3 geméB a) ein

Erzeugendensystem von R? und damit schon eine Basis von R3; folglich
gibt es dann nach dem Prinzip der linearen Fortsetzung genau eine
lineare Abbildung f : R* — R* mit f(v1) = wi, f(v2) = wy und
f(’Ug) = Ws.

e Fiir den Fall ¢ = 1 sind die drei Vektoren v;, vs, v3 von R? linear
abhéngig, es gilt hier sogar vy = v3; wegen w; # w3 kann es iiberhaupt
keine Abbildung f : R® — R* mit f(v;) = w; und f(v3) = w3 geben,
insbesondere existiert damit auch keine lineare Abbildung f : R® — R*
mit f(v1) = wi, f(v2) = wz und f(v3) = ws.

c) Fiir ¢ = 0 gibt es gemiB b) genau eine lineare Abbildung f : R? — R* mit
f(v1) = wy, f(vz) = we und f(v3) = ws; da nun vy, v, v3 eine Basis von R3
ist, gilt

R? = (v1, 02, v3) = {A\v1 + Aova + Agvs | A1, Ao, Az € R},
und wegen der Linearitédt von f ergibt sich damit

Blld(f) = {)\1f('l)1) + )\2f<7} )-'- )\3f(’03) | )\1,)\2,)\3 S R}
= (f(v1), f(v2), f(v3)) = (wi, wa, ws).

Fiir die Hilfsmatrix C' = (wy, wq, w3) € R*3 gilt
1

110
- 01 2 1121 1IL4211
2 0 1] v-r —2 Vo
1 31 1
11 0 1 10
W012 - 01 2
0051\/4-%.111005
0 0 -3 000



und damit
dim Bild(f) = Rang(C) = 3;

insbesondere sind die Vektoren w;, ws, w3 linear unabhéngig, aber kein

Erzeugendensystem von R*, weswegen die lineare Abbildung f zwar injektiv,
aber nicht surjektiv ist.

5.15 Die Matrix B = (ay, as,a3) € R¥® ist wegen

— (04+9+4)—(0+3+8) =240

Sarrus

11
det(B)=12 0
31

= QN

invertierbar, weswegen a, as, as eine Basis von R? bilden. Folglich gibt es nach
dem Prinzip der linearen Fortsetzung genau eine lineare Abbildung f : R3 — R?
mit f(a1) = b1, f(az) = by und f(az) = bs. Aus

0 2 1 1
ay, = 1 = 3 — 2 — 0 = az — a; — as
4 3 1

folgt aufgrund der Linearitdt von f dann

f(a4):f(a:s—ch—az):f(as)—f(a1)—f(a2):

0 3 0 -3
:bg—bl—bgz 0 - 2 - 1 — —3 y
2 1 0 1

und es ergibt sich
f(a4) =by < a=-3.

5.16 a) Die Matrix B = (by, by, b3) € R3*3 ist wegen

s 1.1-1=1+#0

matrix

1
det(B) = |0
0

S = N

3 .
9 Dreiecks-
1

invertierbar, weswegen by, b, b3 eine Basis von R? bilden. Ferner ist die
Matrix C' = (c1, ¢p) € R**? wegen

2 3

det(C) = ’1 5

':2-2—3-1:1;&0

invertierbar, weswegen c;, ¢ eine Basis von R? bilden.

b) Die lineare Abbildung fp : R?* — R? besitzt beziiglich der kanonischen Basen
des R? und R? die darstellende Matrix

_1_21 2x3
P‘(o 2 1>€R :



es ist also fp(zr) = P -z fiir alle z € R3. Fiir die darstellende Matrix
P’ € R* von fp beziiglich der Basen by, by, b3 von R3 und ¢;, ¢, von R?
ergibt sich gemafl dem Basiswechsel

1 12 3
p’zcl.p.B:G g) ((1) _22 D 01 2] =
001
1 2 =3 1 00y (2 -6 -15 9x3
—I'<—1 2)'(025)‘(—1 4 10)GR '
5.17 a) Beziiglich der gegebenen Basis

10 11 11 11
O e () B N GO R ()

des Vektorraums R?*? ergibt sich fiir

a b 2x2
(& 7)er
die Darstellung

a—d b—d d d
M:<c—d 0>+(d d)
a—c b—c c—d c—d d d
:<0 O)+<c—d O)+(d d)
_ <a—b O)+(b—c b—c>+(c—d c—d)+<d d>
0 0 0 0 c—d 0 d d

= (a—b)M1+(b—c)M2+(c—d)M3+dM4

M

als Linearkombination von M, My, M3, M.

b) Des weiteren ist die Basis

0 -1 1
bl - 1 5 bg - 0 5 bg = 2
-2 2 0

des Vektorraums R?® gegeben, und die lineare Abbildung f : R**? — R3
besitzt beziiglich den Basen M, My, M3, M, von R?*% und by, by, b3 von R3
die darstellende Matrix

—1
A= 3 e R34,
0

w o =
NN O
N = O



c)

5.18 a)

Folglich gilt gemé&f der Definition der darstellenden Matrix

0 0 3 3
f(My) = 1-by4+0-b+3-0s=1 |+ |0 +[6]=|T7
-2 0 0 -2
0 -2 2 0
0 4 0 4
0 -3 0 -3
f(M3) = (=1)-by +3-by+0-bg=| -1+ 0 |+[0]=[-1
2 6 0 8
0 -1 2 1
0 2 0 2
und wegen der Linearitdt von f somit
fM) = flla=b)-My+(b—c)- M2+( —d) - Mz +d- M)
= (a—1b)- (Ml) +(b—c) f(Mz) +(c—d)- f(Ms)+d- (M)

-3 1
= (a—0)- +(b—c)- 4 +(c—d)-|-1]+d- |4
8 2

). 3

) 7

(a—1b +(b—c¢) 0+(c— d)-(=3)+d-1
= (a—b +b—c)-d+(c—d)-(-1)+d-4
(a=b)-(-2)+(b—c)-44+(c—d)- 8 +d-2
3a—3b—3c+4d
= 7a—3b—5c+5d
—2a+6b+4c—6d

Fiir die darstellende Matrix A € R3** von f : R?*?2 — R3 beziiglich der
Basen M, My, My, M, von R?*2 und by, by, b3 von R? gilt

10 -1 0 10 -1 0 10 -1 0
A=10 2 3 1 ~ 02 3 1 ~ 02 3 1];
32 0 2/"™"\02 3 2/""\0o0 0 1
damit gilt
dim(Bild(f)) = Rang(A) = 3, also Bild(f) = R?,
so daf} f surjektiv ist.
Fiir die gegebene Abbildungsmatrix gilt
1 1 1 5 1 1 1 5) 1 115
A=10 1 2 3 ~ 0 1 2 3 ~ 01 2 3
3 -1 =5 3/ "0 —4 -8 —12/ " \o 00 0

und damit r = Rang(A) = 2; folglich erhdlt man
dimKern(f) =4 —r =2 und dim Bild(f) =r = 2.

Genauer gilt:



e U = Kern(f) stimmt mit dem Losungsraum des homogenen linearen
Gleichungssystems A - x = 0 mit den beiden freien Variablen x3 und x4
iiberein; folglich ist

1 —2

-2 -3
Uy = 1 ) Uy = 0

0 1

eine Basis von U.

e W = Bild(f) stimmt mit dem Spaltenraum der Matrix A iiberein; da
21 und x5 die beiden gebundenen Variablen sind, ist

1 1
wp = 0 s Wy = 1
3 -1

eine Basis von W.

b) Mit by = e; und by = ey sowie b3 = uy und by = uy ist by, bo, b3, by wegen

0 1 =2

det(by, by, b3, by) = - _03 D:ﬁf L#0

1
01
00 1
00 0 1

eine Basis von R*, und mit ¢; = wy, ¢o = wy und w3 = e3 ist ¢y, ¢y, c3 wegen

10 Lapl 11
det(cy,ca,c3) =10 1 3aSp:a:: 0 1‘:1#0
3 —1 177
eine Basis von R3. Wegen

fbi) = Aeg = wg = 14 + 0-ca + 0-¢3
flba) = A-es = wy = 0-¢c1 + 1o + 0-c3
fs) = A-uy = 0 = 0-¢c; + 0-¢co + 0-c3
flby) = A-ug = 0 = 0-¢c; + 0-c2 + 0-c¢3

besitzt die darstellende Matrix von f beziiglich dieser beiden Basen die

Gestalt
1 000
M=[010 0| eR>*
00 0O
5.19 a) Fiir die Matrix A = (vi, vo, wy, wy) € R34 gilt
1 1 5 5 1 1 5 5 1 0 21
A=10 13 4] ~ (013 4] Z (o1 3 4];
—1 113/ "™ \o 2628 "*™\ooo0o
damit sind vy, vy linear unabhéngig mit
wy =201+ 3 vy und wy =1-v1+4- vy,

insbesondere also eine Basis von V' = (vy, vg, wy, wy).



b)

c)

5.20 a)

Da vy, vy eine Basis von V sind, gibt es nach dem Prinzip der linearen Fort-
setzung fiir jeden Vektorraum V’ und jede Wahl von v}, v, € V’ genau eine
lineare Abbildung f:V — V' mit f(v;) = v} und f(vy) = v}; insbesondere
existiert genau ein Endomorphismus f : V — V von V mit f(v;) = w; und
f(ve) = wy. Wegen

f(vr) = wy = 2-v1 + 3-vy . (21 22
flve) = we = 1-v; + 4-vy ist M= 3 4 €R

die darstellende Matrix von f beziiglich der Basis v, vo von V.

Wegen

><M(A)=‘2;A 4i)\‘=(2—/\)(4—/\)—3:

=M -6A+5=A—-1)(A=5)

fiir alle A € R besitzt M die beiden einfachen Eigenwerte A\ =1 und Ay =5
und ist damit als 2 x 2—Matrix insbesondere diagonalisierbar; wegen

11 11 ) —1
M_AIEQ_(B 3) Hlﬁz.l (O O> ist U1—<1>

ein Eigenvektor von M zum Eigenwert A\; = 1, und wegen

3 1 301\ . 1
M_ME?_(?, —1)111”11(0 o) 1t “2_<3)

ein Eigenvektor von M zum Eigenwert Ay = 5. Folglich ist auch der Endo-
morphismus f von V' diagonalisierbar, und

0
blz(—1>.vl+1-v2z 1 und b2:1'U1+3"U2:
2

N W

ist eine Basis von V aus Eigenvektoren von f.

Die beiden gegebenen Vektoren

1 0
vy = |2 und ve=[2] eR?
0 1

sind keine skalaren Vielfachen voneinander und folglich linear unabhéngig;
fiir das orthogonale Komplement U+ von U = (v1, v) gilt demnach

dim(U™+) = dim(R?*) —dim(U) =3 -2 =1,

so dafl etwa das Vektorprodukt

1 0 2
ﬂ:levgz 2 x 2] =1|-1 €R3
0 1 2

eine Basis von U~ ist.



b) Die Hilfsmatrix B = (v, vq,€1) € R3*3 ist wegen

10110 0 10 1]1 00
BlE)=[220/010] ~[02 —2/—210]|~
010j0o01/)"™\o1 0]0 01
10 1]1 00 10 1[1 0 0
~(01 -1|-1 30] ~ 01 -1|-1 5 0]~
M o1 0o 01 /™" \oo 1|1 L
1000 L -1
I-III /
~lotojo 0 1 |=(B]|B)
A oo 1)1 1o
invertierbar mit
0 3 -1
B'=B=(0 0 1|eR>,
1 -1 1

Folglich ist v1, va, €; eine Basis von R?, und nach dem Prinzip der linearen
Fortsetzung gibt es genau eine lineare Abbildung f : R?* — R? mit

f(v1) =0 und f(va) =0 sowie f(e1)=2u.
Damit gilt zum einen
U = (vy,v2) C Kern(f) € R?,

wegen

2 = dim(U) < dim(Kern(f)) < dim(R?) = 3,

also
dim(Kern(f)) = 2 = dim(U) schon Kern(f) =1,

und zum anderen

U+ = (u) C Bild(f),

wegen

1 = dim(U™) < dim(Bild(f)) = dim(R?) — dim(Kern(f)) = 1,

also
dim(Bild(f)) = 1 = dim(U*)  schon  Bild(f) = U™,
mit
1 4
€1 0 f(el) = 0 o -2 =4.
0 4

Fiir die Abbildungsmatrix A € R3*3 von f gilt damit
A-vlzf(vl):O, A"UQZf(UQ):O, A'€1:f(€1)22?7,
so daB sich mit der Matrix C' = (0,0,2%) € R***® dann

A-B:A'(Ul,’vg,el):(A'Ul, A'Ug, A'@l) = (0,0,2&)20



und damit

00 4 I | 4 -2 4
A=C-B*'=[00 =210 0 1 ]|=[-2 1 =2
00 4 1 -1 1 4 -2 4

ergibt.

c¢) Die Abbildungsmatrix A € R3*3 von f ist wegen AT = A symmetrisch und
damit orthogonal diagonalisierbar; die Eigenrdume von A bzw. von f sind
also orthogonal zueinander. Wegen

Kern(f)={z € R’ | f(z) =0} = {z € R*| f(z) =02} = Eig(f,0)

mit dim(Kern(f)) = 2 ist Ay = 0 ein doppelter Eigenwert von f mit dem
Eigenraum Eig(f,0) = U. Damit ist U+ mit dim(U") = 1 ebenfalls ein
Eigenraum von f, und wegen

4 -2 4 2 18
fay=A-ui=-2 1 —2| - [-1]=[-9] =93
4 -2 4 2 18

ist U+ = Eig(f,9) der Eigenraum zum einfachen Eigenwert Ay = 9. Weitere
Eigenriume und damit Eigenwerte kann es wegen dim(R3) = 3 nicht geben.

d) Fiir den Vektor

1 2 4
vh=uv xu= 2] x|-1]=[-2] eR®
0 2 -5

gilt zum einen wegen v, | @ schon vj € U und zum anderen v} L vy; damit
sind vy, v, u drei paarweise orthogonale Eigenvektoren von f und folglich

vy 1 ; vy, 1 4 u 1 _21
ol = V5 \o) Tl “avs\ 2) Tl 3 \5,

eine Orthonormalbasis von (R?,0) aus Eigenvektoren von f.

5.21 Fiir eine fest gewihlte invertierbare Matrix A € GL, (R) ist die Abbildung

fRY" 5 R™" O f(X) = AXA_l,
zu betrachten.

a) Wir weisen die Linearitdt von f anhand der Definition nach:

e Fiir alle X, Y € R™™" gilt
fX+Y)=AX +Y)A P = AXA L+ AV A~ = f(X) + F(Y);

damit ist f additiv.



e Fiir alle X € R™" und A € R gilt
fOAO-X)=AN-X)A ' =X AXA =) f(X);

damit ist f homogen.
b) Wir zeigen, daf die

Us={XeR™|f(X")=f(X)"}

ein Untervektorraum von R™*™ ist, mit Hilfe des Unterraumkriteriums:

e Fiir die Nullmatrix O € R™*" gilt
fO)=f0)=0=0"=f0)",

also O € Uy.
o Fiir alle X, YV € Uy gilt X, Y € R mit f(XT) = f(X)" und
f(YT) = f(Y)T; damit ist X +Y € R™" mit

X+ =fXT+Y) = f(X)+ V) =
= X)) = (X)) =X +Y)T,

also X +Y € Uy.

e Fiiralle X € Uy und X € R gilt X € R™" mit f(X ') = f(X); damit
ist A- X € R™" mit

FO-X)T) = F-XT) = A f(XT) =
=X FOOT = (- FOO)T = F- X)T,

also M- X € Uy.

¢) Ist A € O,(R) eine orthogonale Matrix, so gilt A~ = AT, und fiir alle
X € R™" ergibt sich

f(X)=AXA" = AXA"T  bzw. f(XT)=AXTAT
und damit
FX)T = (AXAT) = (A1) XTAT = AXTAT = f(X7),
also X € Uy; folglich ist Uy = R™*",
d) Fiir die Einheitsmatrix E,, € R™" gilt F,, # O und
f(E,)) =AE,A ' =AA = E,=1-E,;

damit ist F,, ein Eigenvektor von f zum Eigenwert 1.
e) Fiir alle X € R™" gilt

fX)=0-X = AXA"'=0= X=A"'04=0;

es gibt also kein X # O mit f(X)=0-X, d.h. 0 ist kein Eigenwert von f.



10

o oo (01 (0 1\ _ (1 0)_
F_FF_(lo 10)=\o1)=F

ist die Abbildung

5.22 Fiir die (Elementar— bzw. Spiegelungs—)Matrix F' = (

d: R*¥? 5 R P(A)=F-A-F,
zu betrachten.

a) Fiir alle A;, Ay € R?*? gilt

DA+ A)=F- (A1 +Ay) F=(F- A +F-Ay) F=

damit ist ® additiv. Fiir alle A € R?*? und X € R gilt ferner
PN-A)=F-N-A)-F=X-(F-A-F)=\-9(A);

damit ist ® auch homogen, zusammen also eine lineare Abbildung.
b) Fiir alle A € R**? gilt

(@ o ®)(A) = D(B(A) = (F-A-F)=F-(F-A-F)- F =
—(F-F)-A-(F-F)=Ey-A-Ey = A = idgex2(A),

also ® o ® = idpex2; damit ist die lineare Abbildung ® bijektiv mit &~ = ®.
Folglich ist ® sowohl injektiv, es ist also Kern(®) = {0}, als auch surjektiv,
es ist also Bild(®) = R?*2.

¢) Wir betrachten fiir den Vektorraum R?*? die kanonische Basis

1 0 01 00 00
EH:(O 0), E12=(0 0)7 E21=(1 O)’ E22=(0 1)-

Fir die Matrix
a b
A= (0 C) eU

mit Koeffizienten a, b, ¢ € R gilt zum einen
A:CL'E11+b'E12+C'E22

und zum anderen
01 a b 01
(I)(A)_F'A'F_G 0)'(0 c>'(1 o)‘
0 01 0
_(CL Z)(l 0)—(2 a)—C'E11+b'E21+CL'E22;



damit ist zum einen

U= {(8 b) la, b, ce R} = (E1, Erg, Ex)

c

der von den linear unabhéngigen Matrizen Fyq, F1o, F9y erzeugte Unterraum
von R?*? mit dim(U) = 3 und zum anderen

OU)={P(A) | Ac U} = (E1, Ea, Ea)

der von den linear unabhéngigen Matrizen F1y, Fo;1, Fay erzeugte Unterraum
von R**? mit dim(®(U)) = 3. Damit erhilt man ferner

U+ ®(U) = (Eun,Ei, Exn)+ (B, Ea, Ea)
= <E117E127E217E22> :szz

mit dim (U + ®(U)) = dim (R**?) = 4, und iiber die Dimensionsformel fiir
Unterrdume ergibt sich schliellich

dim (U N @(U)) = dim(U) + dim(®(U)) — dim (U + ®(U)) = 2.

S S

-~

=3 =3 =4
5.23 Fiir fest gewiihlte Matrizen A, B € R?*? betrachten wir die Abbildung
f:R¥™ 3R X A-X—-X-B;
diese ist geméafl den Rechenregeln fiir das Matrixprodukt linear.

a) Sei z € R? ein Eigenvektor der Matrix A zum Eigenwert A € R und y € R?
ein Eigenvektor der zu B transponierten Matrix B' zum Eigenwert i € R,
es ist also

m—(xl)#() mit A-x=A-zx
T2
und
y—<zl>§£0 mit BT y=yp-y.
2

Wegen z; # 0 fiir ein ¢ € {1,2} und y; # 0 fiir ein j € {1,2} ist

et = (0 ) 2 60)
mit
f(X) = AX-X-B=A-(z-y")—(z-y") B
= (Aa)y —z-(y -B)=(A-2)-y" -z (B -y)

= Na)y —x(uy) =x(zy")—p(zey")
= A XX = (A )X

T

damit ist X € R?*? ein Eigenvektor von f zum Eigenwert A\ — p.



b) Ist A € R ein gemeinsamer Eigenwert der Matrizen A und B, so ist wegen

xB(\) = det(B — \Ey) = det ((B — /\EQ)T) =
=det(B" = \E) ) = det(B" — A\Ey) = xp7v(\)

der Eigenwert A auch ein Eigenwert von BT. Nach a) ist A — A = 0 ein
Eigenwert von f, und damit gibt es eine Matrix O # C' € R?*2 mit

f(C)=0-C=0,

also
A-C—-C-B=0 bzw. A-C=C-B.

A:(1 2 3) c RS

5.24 Fiir die Matrix

0 4 5

ist die Abbildung
d:R¥? 5 R¥? O(X)=A-X,

zu betrachten.

a) Wir weisen die Linearitdt von ® anhand der Definition nach:
o Fiir alle X, Y € R3*2 gilt

PX+Y)=A- (X+Y)=A- X+ A Y =0(X)+ (YY),

damit ist ¢ additiv.
e Fiir alle X € R**2 und \ € R gilt

BA-X)=A-(A-X)=X-(A-X) =\ (X);

damit ist ® homogen.

b) Zum Nachweis der Surjektivitit von ® sei B = (by,by) € R**?; dabei be-
zeichnen by, by € R? die beiden Spalten der Matrix B. Wegen Rang(A) = 2
ist die lineare Abbildung

la:RP =R ly(z)=A-x,

surjektiv; damit gibt es aber s;, so € R3 mit £4(s1) = by und £a(s2) = by.
Fiir die Matrix X = (sy, s7) € R3*2 gilt damit

O(X)=A-(s1,82) =(A-s1,A-53) = (La(s1),0a(82)) = (b1,bs) = B;

folglich ist ® surjektiv.
c) Fiir alle Matrizen X = (by, by) € R3*2 mit den Spalten by, by € R? gilt

A- X = E2 — A- (bl,bg) = (61,62)
< (Abl,AbQ) = (61,62)
g A-61=(31 und A'b2:€2.



Wegen

und wegen

Al =4

(@)
W
ot

1st

insgesamt also

B = (by,by) =

5.25 a)

Der gegebene Endomorphismus

N———
T

w $

=
N
O =
i)
O |

1—2A
—%)\ mit A € R,
A
0 1 2 3]0 10 1|—3
1) p\o1 2/t ) Sn\o1 3] L
bl 1|3z /) 120 1| 1
1
—3 3k
i—iﬂ mit p € R,
i
1 11
L=3A —3—3#
—%/\ i—gu mit A\, pu e R
A It
¢:R2X2_>R2><2’ @(A):A—l—AT,

des Vektorraums R?*2 aller 2 x 2-Matrizen besitzt beziiglich der Basis

10 0 1 00 00
s=(o0) 2=(0) =) #-(Y)

o= (3 8) o
o= (3 2) o
o= (10) o
o= (39) o

die darstellende Matrix

@)
(\V]

— o
—— ——— ~——— ~—
]

o
o

Il
/\/E/\ N\

o

e}
—

e}
—_

e}
S

—_

O O O N
O~ = O

0 =2-B1+0-By+0-B3+0-By

o

—_

0-Bi+1-By+1-B3+0-By

)

0-Bi+1-By+1-B3+0- By

o O

=0-B1+0-By+0-Bs+2- DBy

)
)
)
)

(\]

c R4X4

O~ = O
N O OO



b) Die darstellende Matrix M € R*** von ¢ ist gemif8 M ' = M symmetrisch
und damit insbesondere diagonalisierbar; folglich ist auch der Endomorphis-
mus ¢ diagonalisierbar. Genauer gilt: wegen

2—-X 0 0

0
0 1—A 1 0
xm(A) =det(M — A Ey) = 0

0 I 1-=A 1. Zeile
0 0 0 2—-A
1—A 1 0
N B B B 2.1—)\ I
@=L 1= 0 3. Zeile (2=2) ‘ 1 1=

0 0 2—A
= (2= (1= AP =12 = 2= AP (2= 0) (N)] = A (2

fiir alle A € R besitzt M den dreifachen Eigenwert \; = 3 und den einfachen
Eigenwert Ay = 0; wegen

0O 0 0 0 01 -1 0
0O -1 1 O 00 0 O
M=X-E=1g 1 10| loo 0 o
0 0 0 0 00 0 O
ist
1 0 0
o |1 0
Uy = 0 ) Uy = 1 ; Uz = 0
0 0 1
eine Basis des Eigenraums Eig(M, A1), und wegen
2 0 00 2 0 00
01 10 01 10
M=22-Ea=14 11 o[~ |00 0 2
0 00 2 0 00O
ist
0
-1
Uy = 1
0

eine Basis des Eigenraums Eig(M, \y). Folglich sind u;, ug, ug, uy eine Basis
von R* aus Eigenvektoren von M, so dafl

1Bl—|—OBQ+OBg+OB4 =

OBl+OBQ+OBg+1B4 =

0-B1+(=1)-By+1-B3+0-By =

eine Basis von R?*? aus Eigenvektoren von ¢ ist.



5.26 a) Der gegebene Endomorphismus F : V — V des Vektorraums V = R?*?
besitzt wegen

ran= (5 0)- (5 1) -
= o) o 1)
raa=(00)- (5 1) -

1) - (0 0) =0 A1+ 0- A +0- A3 +1- 4

0 0 1
F(A4)_<o 1)'(0 0 1
beziiglich der Basis A;, Ay, Az, Ay von V = R**2 die darstellende Matrix

11
0 0

>:1~A1+1-A2+0-A3+0-A4
00

00

(1 1

1 000
o 1 100 4x4
M = 001 o0lE€ R***.
0011
b) Wegen
1I-Xx 0 0 0
. . 1 1—A 0 0 Dreiecks— 4
xar(V) = det(M = AE) = | 0 1-n 0 | a2
0 0 1 1—A

fiir alle A € R besitzt genau einen Eigenwert, ndmlich A; = 1 der algebrai-
schen Vielfachheit oy = 4, und wegen

0000 1000
1000 0010
M=ME=1{0000]"]0o00o0
0010 0000

ergibt sich fiir die geometrische Vielfachheit
71 =4—Rang(M — A\ Ey) =4—-2=2.

Wegen v, < « ist die darstellende Matrix M und folglich auch der Endo-
morphismus F' nicht diagonalisierbar.

5.27 Gegeben ist die Abbildung

®:R¥2 4 R¥? ®(A)=B-A, mit B= (é g) € R,

a) Wir weisen die Linearitdt von ® anhand der Definition nach:
e Fiir alle A;, Ay € R?*2 gilt

damit ist ® additiv.



e Fiir alle A € R?*2 yund \ € R gilt
PN A)=B-A-A)=X-(B-A)=\P(A);

damit ist ® homogen.

b) Der Endomorphismus ® von R?*? besitzt beziiglich der Standardbasis

10 0 1 00 00
we(on) 2 (o) () 4m()

von R?*2 wegen

@(Al):((l) §)<(1) 8):((1) 8):1-A1+0-A2+0-A3+0-A4
@(AQ)—G) g)(g é):(g (1)>:0-A1+1-A2+0~A3+0-A4
@(Ag):((l) g)(g 8):@ 8>:2-A1+0-A2+3~A3+0~A4
<I>(A4):((1) ;)(8 (1)):(8 §>:0-A1+2-A2+0-A3+3-A4

die darstellende Matrix

1020
o102 s

M=1g 93 ol €®™
000 3

Damit gilt fiir alle A € R zum einen

Xar(\) = det(M — X\ - Ey) =
1-X2 0 2 0
0 1—A 0 g Drei:ecks— (1 . )\)2(3 . )\)2

matrix

und zum anderen

1—A 2 Dreiecks-
0 3- aoe. =ANB=),

matrix

xs(A) =det(B—\- Ey) = ‘

insgesamt also
Xo(A) = xu(A) = (1= A?B =7 = (L =NB = N1)* = (xa(N)*.

¢) Die darstellende Matrix M € R*** von ® besitzt gemif b) die beiden Ei-
genwerte \; = 1 und Ay = 3; wegen

0020 0020
000 2 000 2
M=XM-Ei=14 0901000 0
000 2 0000



528 a)

ist

o = O

uy = Uy = €R4

1
0
O Y
0 0

eine Basis des Eigenraums Eig(M, A1), und wegen

-2 0 20
0 -2 0 2
M = Ag- By = 0 0 00
0 0 00
1st
1 0
0 1
Uz = 1| Uy = 0 €R4
0 1

eine Basis des Eigenraums Eig(M, \y). Folglich sind u;, ug, ug, uy eine Basis
von R* aus Eigenvektoren von M, so dafl

10

o
o

o O
O =

0-Ay+1-Ay+0-Ag+0- A, — (

1-A140-As+1-A3+0-44 =

7 N
— =
o O

)
)
)
)

eine Basis von R?*? aus Eigenvektoren von ® ist; insbesondere ist damit der
Endomorphismus ¢ diagonalisierbar.

01
0-A+1-Ay+0-A3+1-Ay = (0 1

Fiir alle X, Y € R™" gilt

fX+Y) = a(X+Y)+b(X+Y)T
= a(X+Y)+b(XT+YT)
= (aX+aY)+OBXT+bYT)
= (aX+bX")+(aY +bYT)
FX) + f(Y);
damit ist f additiv. Fiir alle X € R™"™ und A\ € R gilt

fOX) = a\AX)+b(AX)"
= a(AX)+b(AXT)

AMaX)+A(bXT)
= AaX+bXT)
= A f(X);

damit ist f homogen. Insgesamt ist also f eine lineare Abbildung.



Fiir alle X € R™" gilt

fX)=(a+b)X <= aX+bX ' =aX+bX <
— X' =bX < b(X' —X)=0;

speziell fir X = B, gilt X # 0 mit X" = X, also X" — X = 0 und damit
f(X) = (a+b) X, sodaBl X ein Eigenvektor von f zum Eigenwert a + b ist.
Fiir alle Y € R™*" gilt

fY)=(a—b)Y < aY +bY ' =aY —bY <
= bY = -bY = b(YT+Y)=0;
speziell fir Y = (y;;);; mit

1, fiir i =1 und j = 2,
Yij = —1, fiire=2und j=1,

0, sonst,

gilt Y 20mit Y = =Y, also YT +Y = 0 und damit f(Y) = (a—0)Y, so
daBl Y ein Eigenvektor von f zum Eigenwert a — b ist.

Wir zeigen die Aquivalenz
f ist bijektiv <= a® # b?

durch den Nachweis von zwei Implikationen:

o Fiir ,—“ sei f bijektiv; damit ist f insbesondere injektiv, und 0 ist
kein Eigenwert von f. GemaB b) folgt a + b # 0 und a — b # 0, also

a® —b*=(a+b)-(a—0b)#0,

und damit a? # b2
o Fiir , <" sei a® # b?; sei X € Kern(f). Damit gilt

f(X)=aX+b-X"=0, also aX=-bX",
woraus sich

aX'=@@X) =(-bX")T=-b(X")" = -bX
und somit

(> X=a’X-b0*X=a(aX)+b(-bX)=
=a(-bX")+b(@X")=—-abX " +abX" =0
ergibt; wegen a? # b? ist a®> — b* # 0, und es folgt X = 0. Damit ist

Kern(f) = {0}, also f injektiv, so daf8 f als Endomorphismus von R™*"
mit dim R™"*" < oo schon bijektiv ist.



5.29 Fiir den reellen Vektorraum

V= {CLgXS + a2X2 + CL1X + ag | as, Gz, 01,09 € R} = POlg(R)

aller reellen Polynomen p € Pol(R) mit Grad(p) < 3 betrachten wir bei einem
fest vorgegebenem ¢ € R die Abbildung

v V=R, @p) =ple);

fiir ein Polynom

p:a3X3+a2X2+a1X+aOEV

ist also

a)

©e(p) = asc + asc® + arc + ag € R.
Fiir alle p, g € V und A € R mit
p=asX>+a X’ + X +ay und gq=b3X>+bX%2+bX + b
gilt zum einen
p+q=(az+b3) X°+ (ay + ba) X* + (ay +by) X + (ag + by)
und damit

velp+q) = (az+b3)c®+ (az+by)c®+ (a1 +by)c+ (ag + by)
= (a303 + asc® 4 ajc + ao) + (6303 + byc® + bie + b[))
= ©c(p) + ¢c(q),

also ist ¢, additiv, sowie zum anderen
Ap=N-a3) X3P+ (N-ag) X2+ (N-a1) X + (N ap)
und damit
o Ap) = Aaz)+(N-az)®+(N-ar)e+ (M- ag)

= X (azc® + asc® + arc + ap)
= A Qpc(p)v

also ist . homogen; insgesamt ist damit ¢, linear.
Es ist
Ue={peVIplc) =0} ={peV|gp) = 0} = Kern(ep,).

Es ist zudem Bild(¢.) C R ein Untervektorraum von R, und etwa wegen
0.(1) = 1 # 0 gilt Bild(¢.) # {0}, weswegen schon Bild(p.) = R mit
dim (Bild(¢.)) = 1 folgt; ferner gilt dim (V') = 4, nach der Dimensionsformel
fiir lineare Abbildungen

dim (Bild(¢,)) + dim (Kern(p.)) = dim (V)
und damit

dim (Kern(p.)) = dim (V') — dim (Bild(¢.)) =4 — 1 = 3.



¢) Fiir ein Polynom

p:a3X3+a2X2+a1X+a0€V

gilt
pely <= a3-0°+ay-0°+a;-04+ay=0
ag =0
sowie
pel; as-13+as-124a;-1+a0=0

11

a3+a2+a1+a020,
zusammen also

pe UyNU; (aO:O und a3+a2+a1+a0:0)
(a0:0 und a3+a2+a1:0)

(ao =0 und a; = —CL3—CL2)
p=a3X’+asX*+ (—az —az) X

p

:a3(X3—X)—I—a2(X2—X);

[

wegen

UnU; = (X? - X, X* - X)

sind p; = X3—X, p» = X?— X zuniichst ein Erzeugendensystem von UyNU;.
Ferner sind py, ps etwa wegen Grad(p;) = 3 > 2 = Grad(ps) keine skalaren
Vielfachen voneinander, mithin linear unabhéngig, und folglich schon eine
Basis von Uy N Uy; wir erhalten also dim(Uy NU;y) = 2.

5.30 Zu betrachten ist der reelle Vektorraum
Py, = {p € Pol(R) | Grad(p) < 2} = {a2X2 + a1 X 4+ ag | as,a1,a9 € ]R}

zusammen mit der Abbildung

—p(=1)

fir p = as X? + a1 X + ag € P, mit as, a1, ap € R gilt wegen

L:P—R p— (p(l)pm) ) :

p(O):a2-02+a1-0—|—a0:a0

sowie
p(1)=ay-1>4+ay-1+ay=as+a; +ag
und
p(—=1) =ay- (—1)2 +ay - (—1)+ ag = az — a1 + ay,
also
p(1) = p(—=1) = (ag + ay + ag) — (az — a1 + ap) = 2ay,
demnach

1) = (")) = (50 ) €7



a) Wir weisen die Linearitdt der Abbildung L anhand der Definition nach:
o Fiir alle p = as X2+ a1 X +ag € Pound ¢ = bo X2 + 01 X + by € P, gilt

p—i—qz(a2+b2)X2+(a1+b1)X+(CL0+bO)EPZ

mit

Lip+q) = <2 ?iltbl?l)) = (;21) + (2681) = L(p) + L(9);

damit ist die Abbildung L additiv.
o Fiir alle p = as X? +a; X +ap € P, und ) € R gilt

Ap=(Na)X?+(Nay)X + (Nag) € P

= () (i) ro

damit ist die Abbildung L homogen.

mit

b) Fiir jedes (;) € R? betrachten wir p = as X? + a1 X + ap € P, mit

as € R beliebig , alzgeR und ag=1x € R,

= ()-()- ()

damit ist L surjektiv, es ist also Bild(L) = R?. Mit Hilfe der Dimensionsfor-
mel fiir Untervektorrdume ergibt sich folglich

und es gilt

dim Kern(L) = dim P, — dim Bild(L) =3 -2 = 1.

c) Fiir alle p = asX? + a1 X + ag € P, mit as, ay, ap € R gilt

peKem(L) < L(p)=0 <> (2“2) = (8) —

<= (a0:Ound2a1:O) = gp=a1 =0 <= p=a X%

damit ist
Kern(L) = {a:X? | as € R} = (X?),
und wegen X? # 0 ist X? eine Basis von Kern(L).
d) Wegen

Il
—
VR
O =
~—___
+
o
VRN
—_— O
~

1
L<1> a2=0, al_:0, ap=1 (0

) -1
1Y)z (o) = 0 (o)
) =0 (o)

LX) = (8

a2=1,a1=0,a0=0

(N}
VRN
—_ O
N~



ergibt sich als darstellende Matrix von L beziiglich der Basis 1, X, X2 von
P, und der Standardbasis e, es von R? dann

(1 0 0 2%3
e (0 D) emn

5.31 Fiir jedes d € N ist die Teilmenge
Vi =A{f € Pol(R) | Grad(f) < d}

des Vektorraums Pol(R) aller Polynome ein Unterraum mit dim(V;) = d + 1;
ferner ist die Teilmenge

Ugpr ={f - (X = 1) | f € Va} C Pol(R)
zu betrachten.

a) Firjedes p € Ugyq gibt esein f € Vymit p = f- (X — 1); damit ergibt sich:
o fir f=0istp=f-(X—1)=0,alsope Vy;
o fiir f # 0ist 0 < Grad(f) < d und damit

Grad(p) = Grad(f - (X — 1)) = Grad(f) + Grad(X — 1) < d + 1,
<d =1

also p € V1.
Folglich ist Uz C Vyiq.
b) Fiir die Abbildung

ag: Vg = Vo, aa(f)=f-(X-1),

ergibt sich:
o fiir alle f, g € V, gilt

a(f+g)=(f+9)- (X-1)=f(X=1)+g- (X —1) = au(f) + aalg);

damit ist «y additiv.
e fiir alle f € V; und A € R gilt

agA-f)=A-f)- (X =1 =A-(f- (X =1)) = A-aa(f);

damit ist oy homogen.
Folglich ist a4 linear.

o Fiir alle f € Kern(ay) gilt ay(f) =0, also f - (X — 1) = 0, woraus sich
wegen X — 1 # 0 schon f = 0 ergibt; damit gilt Kern(oy) = {0}.
e L5 ist

Bild(aq) = {aa(f) [ f € Va} ={f - (X = 1) | f € Va} = Uas1.



c)

5.32 a)

GeméB b) ist Kern(ay) = {0} und Bild(ag) = Uy, und mit Hilfe der
Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen erhélt man

dim Uyy1 = dim Bild(ay) = dim V; — dim Kern(ay) = d + 1.
——
=d+1 =0
Fiir ein Polynom
p(X) =ag+ a1 X + as X? + a3 X? € Pol3(R)

ist

p(X +1)=ag+a (X +1)+ay(X +1)%+ as(X + 1)® € Pol3(R)
sowie

p(X —1)=ag+a (X — 1)+ aa(X — 1) + a3(X — 1)* € Pol3(R);
die Unbestimmte X wird also durch X 41 bzw. X — 1 ersetzt; fiir die lineare
Abbildung

f: Pol3(R) — Pol3(R), p(X)+— % (p(X +1)+p(X — 1)),

ergibt sich damit fir p(X) = 1, also mit ap = 1, a1 = 0, ay = 0, ag = 0,

dann
1

F1) =35 (1+1) =1,
fir p(X) = X, also mit ap =0, a1 = 1, a3 = 0, a3 = 0, dann
FOO) =5 (KD +(X - 1) =X,
fiir p(X) = X?, also mit ag =0, a; =0, ay = 1, a3 = 0, dann
f(X? = % (X+1)+(X-1°)=X"+1
und fiir p(X) = X3, also ag =0, a1 =0, as = 0, a3 = 1, dann

f(X?) = 1 (X+1°+(X-17°)=X*+3X.

2
Wegen
f()y = 1-140-X+0-X*+0-X°
f(X) = 0-1+1-X+0-X*40-X°
f(X?) = 1:1+0-X+1-X>+0-X?
f(X3) 0-1+3-X+0-X*+1-X°

ergibt sich damit fiir die darstellende Matrix von f beziiglich der Standard-
basis 1, X, X2, X? damit

c R4><4

o O O
o O = O
S = O =
_ O W o



b)

533 a)

b)

Wir bestimmen zunéchst die Eigenwerte und die Eigenvektoren der darstel-
lenden Matrix M € R** des Endomorphismus f : Pol3(R) — Pol3(R).
Wegen

1-x 0 1 0

0 1—A 0 3 reiecks—
o) =det(M =A-B)=| o 00T g | R A=A

0 0 0 1-2A

fiir alle A € R besitzt M nur den Eigenwert A = 1, und wegen

0010

000 3

M=1-Es=14 4 0 0

0000

bilden

1 0
0 1
= 0 und U = 0
0 0

eine Basis des Eigenraums Eig(M; A = 1). Dementsprechend besitzt auch f
nur den einen Eigenwert A = 1, und
1-140-X4+0-X>4+0-X3 = 1,
0-1+1-X+40-X*40-X° = X

bilden eine Basis von Eig(f; A = 1); die Eigenvektoren von f sind also genau
die vom Nullpolynom verschiedenen Polynome p € Pol3(R) mit Grad(p) < 1.

Fiir alle p, ¢ € Pol3(R) gilt

fo+q) = p+a —(X+1)-(p+q)
= (0 +d)-X+1)-0"+4q")
= (P'+4d) - (X+1)-p"+(X+1)-¢")
= (@ -X+1)p)+ (¢ - (X+1)-¢")
= f(p)+ f(9);

damit ist f additiv; ferner gilt fir alle p € Pol3(R) und A € R
fp) = (Ap) = (X+1)-(A-p)”
= A =X +1)-(Ap")
= A0 - (X+1)-p")
= A f(p);

damit ist f auch homogen, insgesamt also linear.

Wegen
f(y = 0—(X+1)-0 = 0-1+ 0-X + 0-X?
f(X) = I-(X+1)-0 = -1+ 0-X+ 0-X?
f(X?) = 2X—(X+1)-2 (—=2)-1+ 0-X+ 0-X?
f(X3) = 3X?—(X+1)-6X = 0-1+(=6)-X + (=3) - X?



01 =2 0
M=(00 0 —6]|¢eRrR¥>*
00 0 -3

die darstellende Matrix von f beziiglich der Basen 1, X, X2, X? von Pol3(R)
und 1, X, X? von Poly(R).

c) Wegen
01 -2 0 01 -2 0 01 -2 0
M=10 0 0 - «;»OOOlHIwHOOOI
00 0 =3/ s"\oo o —3/"\oo0 0 o0
ist
1 0
= 8 und Uy = ? e R*
0 0
eine Basis von Kern (¢,;) sowie
1 0
s9=10 und ss=|—-6| eR?
0 -3

eine Basis von Bild (¢;,); damit ist

1-140-X40-X?40-X3 = 1,
0-1+42-X+1-X240-X% = 2X + X?

eine Basis von Kern(f) C Pol3(R) sowie

1-140-X4+0-X% = 1,
0-1—-6-X—-3-X%2 = —6X —3X?

eine Basis von Bild(f) C Poly(R).

5.34 a) Fiir jedes
p=ag+a X +ayX* € Poly(R)
ist
p(p) = Xp'+ap
= X (a1 + QCLQX) + o (CLO -+ CL1X + CL2X2)
= aag+ (a1 + aar) X + (205 + aay) X?

mit p(p) € Poly(R); des weiteren gilt
p(p1+p2) =X (p1+p2) +alp+p2) =

= X (py +py) +a(pr+p2) = (XpL + Xph) + (apr +aps) =
= (Xpy + apr) + (Xpy 4+ aps) = o(p1) + ¢(p2),



535 a)

fiir alle py, po € Pola(R), weswegen ¢ additiv ist, sowie

pAp)=XA\-p+a-p=XQA\-p)+a-p) =
=X (Xp)+X-(ap) =X (Xp' +ap) =X p(p),
fir alle p € Poly(R) und A € R, weswegen ¢ homogen ist. Folglich ist ¢
insgesamt ein Endomorphismus von Poly(R).

Wir bestimmen zunéchst die darstellende Matrix M der linearen Abbildung
¢ beziiglich der Standardbasis 1, X, X? von Poly(R); wegen

p(1) = « = a-1+ 0- X+ 0- X2
ap=1,a1=0,a2=0

QD(X) 0 :1 0 (1+OZ)X = 0'1+<1+C¥)-X—}- 0- X2
ap=U,a1=1,a2=

p(X?) = 2+a)X? = 0-1+ 0-X+(2+a)- X2

ap=0,a1=0,a2=1
1st
o 0 0
M=1|0 1+a 0 e R3%3,
0 0 2+«

Der Endomorphismus ¢ ist nun genau dann bijektiv, also ein Isomorphismus,
wenn die darstellende Matrix M invertierbar ist, also det(M) # 0 gilt; wegen

0 Di 1
O 1ag:0naf &<
24+«

det(M) = 1+ a)(2+ )

matrix

oo Q
—_
o+ o
Q

ist dies genau fiir o € R\ {0, —1, -2} der Fall.
Fiir ein Polynom
p(X) = ag + a1 X + a; X? + a3 X? € Pol3(R)
ist
p(X +1) =ag+ai (X + 1)+ ax(X + 1)* + az(X + 1)* € Pol3(R);
die Unbestimmte X wird also durch X + 1 ersetzt; fiir die lineare Abbildung
f:Pol3(R) = Pol3(R), p(X) = p(X +1) = p(X),
ergibt sich damit fiir p(X) = 1, also mit ag = 1, a1 = 0, ay = 0, ag = 0,

dann

f)=1-1=0,
fir p(X) = X, also mit ag =0, a1 = 1, ay = 0, a3 = 0, dann

f(X)=X+1)-X=1,
fir p(X) = X2, also mit ag =0, a; =0, ay = 1, az = 0, dann

f(X)=(X+1)-X*=2X+1



und fiir p(X) = X3, also ag =0, a1 =0, ay = 0, a3 = 1, dann

X =(X+1)P° - X3=3X>+3X +1.

Wegen
f(1) = 0-14+0-X+0-X*+0-X°
f(X) = 1-14+0-X+0-X*+0-X?
f(X) = 1-1+2-X+0-X*+0-X°
f(X?) 1-143-X43-X°+0-X°

ergibt sich damit fiir die darstellende Matrix von f beziiglich der Standard-
basis 1, X, X2, X? damit

01 1 1
oo 23 s
M=1g 909 3[R

0000

b) Fiir das konstante Polynom 1 gilt geméf a) f(1) = 0, fiir das Nullpolynom
0 gilt ebenfalls f(0) = 0; wegen f(0) = f(1) mit 0 # 1 ist f nicht injektiv.
Damit kann f als Endomorphismus des endlich—dimensionalen Vektorraums
Pol3(R) auch nicht surjektiv sein; insbesondere ist f nicht bijektiv.

c) Die darstellende Matrix M liegt bereits in Zeilenstufenform vor, und wir
konnen Rang(M) = 3 ablesen; damit ergibt sich

dim Kern(f) = dimKern(¢y;) = 4 —Rang(M)=4-3=1
dim Bild(f) = dim Bild(¢;;) = Rang(M) = 3.

Genauer ergibt sich:
1

e Esist eine Basis von Kern(¢),) und damit

o O O

1-140-X40-X240-X3=1

eine Basis von Kern(f); es ist also Kern(f) = Poly(R).
1 1 1
. 0 2 3| . . . .
o Es ist ol [ol|5] cne Basis von Bild(¢y;) und damit
0 0 0

1-140-X4+0-X240-X3 = 1,
1-142-X40-X?40-X° = 142X,
1-143-X4+3-X240-X° = 143X +3X?

eine Basis von Bild(f); man erhilt also Bild(f) C Poly(R), woraus sich
wegen dim Bild(f) = 3 = dim Poly(R) schon Bild(f) = Poly(R) ergibt.



5.36 Die Elemente (also Vektoren) des R—Vektorraums V' aller reellen Polynome vom
Grad < 2 besitzen die Gestalt

p(z) =ap+ar -z + ay - 2* mit ag, a1, az € R;

damit ist
plx+1)=ao+a - (x+1)+ay-(z+1)>

und folglich

xp($+1)—xp( == -(p —p(z)) =
2+ ((ao + a1 - ( 1)+a2 t+1)%) = (a0 + a1 -+ ay-27)) =
=x- (&1+a2 ((l‘-i—l )) (a1 +ag- (22 41)) =

=z ((a1+a2)+2a2 r) = (ay +ay) - v+ 2ay - 2°.

Die gegebene lineare Abbildung ist demnach

F:V =V, a+a-rv+ay-2° = (ay+ay)-o+2ay- 27

a) Wegen

F(1) = 0-14+0-240-2°

a0=1, 111:07 az=0
F(x) = 0-1+1-24+0-2?

ap=0, a1=1, az=0
F(z?) = 0-1+1-2+2-2°

ap=0, a1=0, as=1

ist

M = € R**3

o O O
O = O
N = O

die darstellende Matrix von F' beziiglich der Basis 1, x,
b) Wegen

8

—A 0 0
YA =det(M —AE;) =0 1—-X 1 [P _x1-))(©2-)
O O 2 B )\ matrix

fiir alle A € R besitzt die Matrix M die drei verschiedenen Eigenwerte
A1 =0, Ay =1 und A\ = 2 und ist damit als 3 x 3—Matrix diagonalisierbar;
folglich ist auch der Endomorphismus F' von V' diagonalisierbar.

5.37 Der gegebene Endomorphismus ¢ : V' — V' des Vektorraums V' besitzt wegen

o) = vg = 0-vy + 1-vg + 0-v3 + 0-vy
o(vg) = v3 = 0-v;7 + 0-v3 + 1l-vz + 0-14
o(vs) = v4 = 0-vy + 0-va + 0-v3 + 1-vy4
ovg)) = vy = 1y + 0-vg + 0-v3 + 0-14



beziiglich der Basis vy, vq, v3, v4 von V die darstellende Matrix

Ax4
e R¥%:

o O = O
O = OO
_— o O O
S O O

dabei ist ein Vektor
V=1 -V + Q- VsF a3 V3F+ag-v4 €V

genau dann ein Eigenvektor des Endomorphismus ¢ zum Eigenwert A € R, wenn
sein Koordinatenvektor

p(v) = c R*

beziiglich der Basis vy, v9, vs, vs ein Eigenvektor der darstellenden Matrix M
zum Eigenwert A € R ist. Wegen

-A 0 0 1
1 =X 0 0
Xu(A) = det(M — A E) = 0 1 =X 01 Zeile
0 0 1 =
A 00 1 -x o
=(=N)-[1 =X 0o|=1-]0 1 =—n P
O 1 _)\ 0 O 1 matrizen

=(=N)-(=2)?=1-1P=X-1=A-1)(A+1) (N> +1)

fiir alle A € R besitzt M genau zwei Eigenwerte, ndamlich \; = 1 und \; = —1;
wegen
-1 0 0 1 -1 0 0 1
1 -1 0 0 0o -1 0 1
M=ME=14 1 1 ofimlo 1 -1 o
o o0 1 -1 0O 0 1 -1
-1 0 0 1 -1 0 0 1
- 0 -1 0 1 — 0O -1 0 1
O 0 -1 1 Jwymr| O 0O -1 1
o o0 1 -1 0O 0 0 0

ist der Koordinatenvektor

p(b) = e R?

—_ = = =



5.38

eine Basis fiir den Eigenraum Eig(M; A1) der Matrix M zum Eigenwert \; = 1,
und wegen

1 001 1 00 1
1100 010 -1
M=ME=Lo 19 ollo1 1 0w
0011 001 1
1 00 1 1 00 1
- 010 -1 - 010 -1
001 1 w-mr {0 0 1 1
001 1 000 O
ist der Koordinatenvektor
-1
1 4
p<62): -1 €R
1

eine Basis fiir den Eigenraum Eig(M; \y) der Matrix M zum Eigenwert Ay = —1.

Folglich besitzt auch der Endomorphismus ¢ : V' — V' genau die beiden Eigen-
werte Ay = 1 und Ay = —1, und fiir die beiden Eigenrdume ergibt sich

Eig(g; A1) =R - by mit der Basis by = v1 + U9 + V3 + vy
und
Eig(p; A2) =R - by mit der Basis by = —v; + Vg — Vg + vy

Damit gibt es nur zwei linear unabhéngige Eigenvektoren von ¢, insbesondere
also keine Basis des 4-dimensionalen Vektorraums V' aus Eigenvektoren von ¢;
damit ist ¢ nicht diagonalisierbar.

Wir betrachten fiir den R-Vektorraum V' einen Endomorphismus f : V' — V mit
der Eigenschaft f o f =idy.

a) Wir zeigen, dass U = {u € V| f(u) = u} ein Untervektorraum von V ist,
anhand des Unterraumkriteriums:

e Esist Oy € V mit f(0y) = Oy; damit ist 0y € U.
e Fiir alle uy, us € U gilt uy + ug € V mit

flug +ug) = fur) + f(uz) = uy + ug;

damit ist u; + ug € U.
e Firalleu e U und A € Rgilt A-u € V mit

FOvu) =X flu) =X w

damit ist A-u e U.



Damit ist U ein Unterraum von V, und fiir alle v € V gilt u = v+ f(v) € V
mit

flw)=flo+f@) = fl)+f(fv) =

o S U=t f) =

und damit u =v+ f(v) € U.

Entsprechend weisen wir anhand des Unterraumkriteriums nach, dass auch
W ={weV| f(w) =—w} ein Untervektorraum von V ist:

e Esist Oy € V mit f(0Oy) =0y = —0y; damit ist Oy € W.
o Fiir alle wy, wy € W gilt wy + we € V mit
flwr +ws) = f(wr) + flwz) = (—wr) + (—wa) = — (w1 + wo);

damit ist w; + wy € W.
e Firallew e W und A €e Rgilt A-w € V mit

fA-w) =X fw) =X (—w) = —=(A-w);
damit ist A -w € W.

Damit ist W ein Unterraum von V', und fiir allev € V gilt w = v— f(v) € V
mit

fw)=flo=f) = flo)=f(f) =

fof=idy
und damit w =v — f(v) € W.
Esist U4+ W CV, und fiir ,0% sei v € V; geméf Teilaufgabe a) ist

v+ f(v) eU und v — f(v) €W,

also

v=12v)= v+ f)+ (- fv) =
=30+ f() +30—f) eU+W,

woraus sich insgesamt U + W =V ergibt.

Esist UNW 2 {0y}, und fiir ,C“ seiv € UNW; wegen v € U ist f(v) = v,
und wegen v € W ist f(v) = —v, zusammen v = f(v) = —v und damit
v = Oy, woraus sich insgesamt U N W = {0y} ergibt.

FuI‘U%{Ov} ist
U={veV]flv)=vi={veV]|flv)=1-v}

der Eigenraum von f zum Eigenwert 1; wir wahlen eine Basis ug, . .., u, von

U. Fur W # {0y} ist ferner
W={oeV| ()= —vb={veV|f)=(-1) v}

der Eigenraum von f zum Eigenwert —1; wir wéhlen eine Basis wy, ..., w;
von W. Geméaf Teilaufgabe b) gilt UGW =V sodass uy, ..., u,, wy, ..., w;
eine Basis von V' aus Eigenvektoren von f bilden; folglich ist der Endomor-
phismus f : V' — V diagonalisierbar.



5.39 Fir einen R—Vektorraum V der Dimension dim V' = n mit n € N ist die lineare
Abbildung f : V — V mit der Eigenschaft

(%) Bild(f) N Kern(f) = {0y}
zu betrachten; damit gilt geméfl der Dimensionsformel fiir Unterrdume

dim (Kern(f) 4 Bild(f)) = dim Kern(f) + dim Bild(f) — dim (Kern(f) N Bild(f))

=0 geméB (x)

und gemé&f der Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen demnach
dim (Kern(f) + Bild(f)) = dim Kern(f) + dim Bild(f) = dim V/,
woraus wegen Kern(f) + Bild(f) C V schon
(%) Kern(f) + Bild(f) =V

folgt. Es ist dim Kern(f) = m > 1 vorausgesetzt; damit ist dim Bild(f) = n —m,
wobei wir, um Trivialfille auszuschlieSen, £ = n — m > 1 annehmen konnen.

a) Bei der gegebenen linearen Abbildung f : V' — V 1&8t sich zunéchst der Ziel-
raum V auf Bild(f) und danach der Quellraum V" auf Bild(f) einschrianken,
und wir erhalten die lineare Abbildung

f|Bi1d(f) : Blld(f) — Blld(f), V= f(’U)7

es ist die Bijektivitat von f|giq(s) nachzuweisen:

e Fiir jedes v € Kern (f|gia(p)) gilt v € Bild(f) mit f|gia(s)(v) = 0, also
f(v) = 0 und damit v € Kern(f), woraus wegen (*) schon v = 0y folgt;
damit ist Kern (leild(f)) = {Ov}, mithin f|Bﬂd(f) anektIV

e Es ist Bild (f|guacs)) € Bild(f); die Dimensionsformel fiir lineare Ab-
bildungen, angewendet auf den Endomorphismus f|giacs) von Bild(f),
liefert

dim Blld(f) = Eilm Kern (f|Bi1d(f))/+ dim Bild <f|Bild(f)) s

-~

=0

also dim Bild ( f ]Bild(f)) = dimBild(f). Insgesamt ergibt sich damit
Bild (f’Bild(f)) = Blld(f), mithin ist f’Bild(f) surjektiv.

b) Fiir jeden Vektor v € V existieren gemif (x) Vektoren v; € Kern(f) und
vy € Bild(f) mit v = vy + v9; sind auch v] € Kern(f) und v € Bild(f) mit
v = v] + vy, so ergibt sich

/ / !/ /
V] + Vg = U = U] + Vs, also V] — Uy = Uy — Vg,
—— N —

€Kern(f) eBild(f)
woraus wegen () dann
/ / / /
v] —v; = Oy = vy — Vg bzw. vy =v; und vy = vy

folgt.



c)

5.40 a)

Wir wihlen zum einen eine Basis by, ..., b, von Kern(f) und zum anderen
eine Basis ¢y, ..., ¢, von Bild(f); damit sind by, ..., by, ¢, ..., ¢ wegen (x)
linear unabhéngig und wegen (%) ein Erzeugendensystem von V', also eine
Basis von V.

(Alternativ kann auch aus nur einer der beiden Eigenschaften ,lineare Un-
abhéngigkeit” bzw. ,Erzeugendensystem von V' wegen m+k =n =dimV
auf die Eigenschaft ,,Basis von V“ geschlossen werden.)

Fiir alle v € V' ist f(v) € Bild(f), also f(v) € {c1, ..., cx); damit ergibt sich

f(bl) :OV: Obl +...+ Obm + O'Cl +...+ Ock

flbn) =0p= 0y +...4 0:bp, + 0-¢; +...+ 0-¢
f(Cl) = Ob1 —+ + Obm + a1+ Qp g
f(Ck) = Ob1 +...+ Obm + Qpc ...+ Qpgc Ck
so daf die darstellende Matrix des Endomorphismus f : V' — V beziiglich
der Basis by, ...,by,c1,...,c, von V die Gestalt
O ... 000 ... 0
o ...0[0 ... O nxn
M= 0 ... 0 @11 ... A1k €R ’
0 ... 0 A1 ... Ogk
also
117 ... Ak
(8 g) mit B=| : D | e RME
qp1 ... Ok

besitzt. Gem#f Konstruktion ist B € R¥** die darstellende Matrix des
Endomorphismus f|gia(y : Bild(f) — Bild(f) beziiglich der Basis ¢4, ..., ¢
von Bild(f); da flpias) geméB a) bijektiv ist, ist B € R¥* invertierbar.

Es ist A € R™™" eine orthogonale Matrix, es gilt also AT - A = E,. Fiir
jeden Eigenvektor v € R"” von A zum Eigenwert A = 1 gilt also v # 0 und
A-v=1-v=wv, und wir erhalten

AT v=AT - (A-v)=(A"-A)-v=E, - v=v=1-v;

damit ist v # 0 auch Eigenvektor von AT zum Eigenwert A = 1.

Wir betrachten zum einen den Eigenraum der Matrix A zum FEigenwert
A =1, also
Eig(A;1) ={veR" | A-v =10},

und zum anderen den Bildraum der linearen Abbildung

fR*"—=R" f(z)=(A-E,) - uz,



also
Bild(f) ={(A—E,) -z |z € R"}.

Fiir jedes v € Eig(A;1) gilt gemi a) auch AT - v = v, und fiir jedes
w € Bild(f) gibt es ein z € R" mit (A — E,,) - = w, so daf sich
wov=w'-v=(A—-E,) -z) -v=
= (xT~(A—En)T> -v:xT-((AT—E;) -U) =
=z (A" v—E, v)=z" -(v-v)=z'-0=0
und damit v_Lw ergibt; folglich sind Eig(A; 1) und Bild(f) orthogonal.

5.41 a) Wir betrachten eine Matrix M € R™ " mit der Eigenschaft M - M = M und
erhalten fiir M’ = E,, — M € R™" durch direktes Nachrechnen
M-M = (E,—M)-(E,— M)
= E, - (E,—M)—M-(E,—M)
= - E, M—-M-E,+M-M
= B, -M-M+M
= E,—M=M.

b) Wir betrachten nun die beiden linearen Abbildungen
by R 5 R" Uy(z) =M -z, und Ly :R" =R ly(x) =M -z,
und zeigen zunichst die Beziehung Bild(¢,;) = Kern(¢y); es ist dabei
Bild(lp) ={M -z | x € R"}
sowie
Kern((ypy) = {zr€R"| M -z =0}
= {zeR"|(E,— M) -z=0}
= {zeR"|z—-—M-z=0}.
e Fiir ,C“ sei y € Bild(¢y,), also y = M - x fiir ein x € R"; wegen

y—M-y:M-a:—M-(M-a:):M-a:—(M-M)-a:M.;:MO

ist folglich y € Kern(¢y).
e Fiir ,O“ sei x € Kern(¢yy), also x € R™ mit x — M -z = 0; damit ergibt
sich x = M - z, und folglich ist = € Bild(¢y,).

Ferner zeigen wir nun die Bezichung Bild(¢y) = Kern(€y,); es ist dabei
Bild({y) = {M' -z |z eR"}
= {(E,— M) -z|zeR"}
= {x— M- -z|xzeR"}

sowie

Kern({y) ={z e R" | M -2 =0}.



c)

542 a)

e Fiir ,C“ sei y € Bild({yp), also y = x — M - z fiir ein x € R"; wegen

M-y:M-(x—M-m):M-x—(M-M)-$M'A7 0

ist y € Kern(¢yy).
e Fiir ,DO“ sei x € Kern(¢y), also x € R™ mit M -x = 0; damit ergibt sich
x=x— M -z, und folglich ist = € Bild({y).

Wir zeigen fiir die lineare Abbildung ¢, : R® — R”, {p(x) = M - z, die
geforderte Beziehung Kern(¢,,) @ Bild(¢);) = R™ anhand der Definition, also
Kern(fy;) N Bild(¢y;) = {0} und Kern(¢y,) + Bild(£y,) = R™.

Fiir jedes x € Kern(£3,)NBild(¢y) gilt sowohl z € Kern(¢,,), also M -x = 0,
als auch x € Bild({yy), also x = M -z fiir ein zy € R™, und es ergibt sich

OzM-x:M-(M'fEO):(M'M)'xOZM'xOM,::M:B

und damit Kern(¢y,) N Bild(¢);) = {0}. Fiir jedes x € R™ gilt ferner
x— M -z € Bild({yy) = Kern(€yy) und M - x € Bild({y),

also
r=(x—M-z)+ M-z e Kern(ly) + Bild({y),

und damit Kern(¢,,) + Bild(¢y) = R™.

Alternativ konnen wir fiir Kern(¢y,) € R™ und Bild(¢);) € R™ auch mit
Hilfe der Dimensionsformel fiir Unterrdume (*) sowie der Dimensionsformel
fiir lineare Abbildungen () argumentieren; wegen

dim (Kern(¢,;) + Bild(¢y,)) + dim (Kern(¢,,) N Bild(¢y))

s
= dim (Kern(¢y)) + dim (Bild(€ys)) 5 dim (R") =n
mit
Kern(¢y,) + Bild(¢y;) = R" <= dim (Kern(¢y) 4+ Bild({3,)) = n <~
<= dim (Kern(¢y) N Bild(¢ys)) = 0 <= Kern({y) N Bild(¢y) = {0}

geniigt bereits eine der beiden oben nachgewiesenen Eigenschaften, um die
geforderte Beziehung R"™ = Kern(¢,,) @ Bild(¢ys) zu zeigen.

Fir den R—Vektorraum V mit dimV < oo betrachten wir den Endomor-
phismus ¢ : V' — V mit den Unterrdumen U = Kern(y) und W = Bild(yp)
von V. Wir erhalten zum einen mit der Dimensionsformel fiir Unterraume

dim(U + W) +dim(UNW) =dim U + dim W
und zum anderen mit der Dimensionformel fiir lineare Abbildungen

dim Kern(p) + dim Bild(¢) = dim V/,



woraus sich wegen
Kern(p) N Bild(¢) = {0}, also dim(UNW) =0,

zusammen dann

dim V' = dim Kern(p) + dim Bild(¢) = dim U + dim W =
=dim(U + W) 4+ dim(U NW) = dim(U + W)

ergibt; wegen U + W C V folgt daraus schon
V=U+W, also V = Kern(p) + Bild(yp),

mit der Voraussetzung Kern(¢)NBild(¢) = {0} also V' = Kern(¢)®Bild(y).

Fiir einen Endomorphismus ¢ : V' — V mit ¢ o o = ¢ betrachten wir den
Bildraum

Bild(p) = {¢(v) [v € V}

sowie die Menge Fix(y) der Fixpunkte von ¢, also

Fix(p) = {v e V[ p(v) = v},

und haben Bild(y¢) = Fix(y) zu zeigen:
e Fiir ,C“ sei v € Bild(yp), es gibt also ein u € V mit v = p(u); wegen

p(v) = plp(u) = (pop) (u) = pu) =v
ergibt sich damit v € Fix(p).
e Fiir , D% sei v € Fix(yp); es ergibt sich direkt v = ¢(v) € Bild(¢p).
Fiir jedes v € Kern(y) N Bild(y) gilt

e zum einen v € Bild(p), also v € Fix(y¢), und damit ¢(v) = v,
e zum anderen v € Kern(p) und damit ¢(v) = Oy,

zusammen also v = ¢(v) = Oy; demnach ist Kern(y) N Bild(p) = {0},
woraus geméfl a) dann V' = Kern(p) @ Bild(p) folgt.

5.43 Wir zeigen, dafl die Eigenschaften (i), (iii) und (v) zueinander dquivalent sind:

(1) = (v)“: Ist f injektiv, so gilt Kern(f) = {0} und damit

dim Kern(f) = 0.

»(v) = (iii)“: Nach der Dimensionsformel gilt

dim V' = dim Kern(f) + dim Bild(f) = dim Bild(f).

,(iil) = (1)“: Aus der Dimensionsformel ergibt sich auch

dim Kern(f) = dim V' — dim Bild(f) = 0,

also Kern(f) = {0}, und folglich ist f injektiv.



Wir zeigen ferner, dafl die Eigenschaften (ii), (iv) und (vi) jeweils zueinander
dquivalent sind:

,(il) = (iv)“: Ist f surjektiv, so gilt Bild(f) = W und damit

dim Bild(f) = dim W.

»(iv) = (vi)“: Wie oben ergibt sich aus der Dimensionsformel

dim Kern(f) = dim V' — dim Bild(f) = dim V' — dim W.

»(vi) = (ii)“: Aus der Dimensionsformel ergibt sich auch
dim Bild(f) = dim V' — dim Kern(f) = dim V' — (dim V' — dim W) = dim W,
woraus wegen Bild(f) C W schon Bild(f) = W folgt; damit ist f surjektiv.

5.44 a) Fiir die linearen Abbildungen ¢ : W — U und ¢ : V' — W betrachten wir
die Verkniipfung p o : V — U:

e Fiir alle vy, vy € V gilt

(o) (v1 +va) = w(P(v1 + v2)) b adaitiv o((v1) +1(v2)) =

= p((v1)) + o(¥(v2)) = (p o) (v1) + (w0 ) (v2);

p additiv

damit ist ¢ o 1) additiv.
e Fiir alle v € V und A € R gilt

(po)(A-v) =p@-v) = A1) =

1) homogen

= X)) =X (pot)(v);

¢ homogen
damit ist ¢ o1 homogen.
Folglich ist ¢ o 9 eine lineare Abbildung.

b) Die Aussagen i) und iv) sind fiir beliebige (nicht notwendigerweise lineare)
Abbildungen wahr:

i) Sei ¢ o % injektiv. Fiir alle vy, vo € V mit ¢(vy) = 1(vy) gilt
(o p)(v1) = @(¥(v1)) = p(P(v2)) = (¥ 0 ¢)(v2),

woraus wegen der Injektivitdt von ¢ o1 schon v; = vy folgt; demnach
ist ¢ injektiv.

iv) Sei ¢ o1 surjektiv. Fiir jedes u € U gibt es wegen der Surjektivitéit von
poteinv €V mit (po)(v) =wu, und fir w = (v) € W gilt

p(w) = p(¥(v)) = (po)(v) = u;

demnach ist ¢ surjektiv.



Die Aussagen ii) und iii) sind fiir beliebige wie auch fiir lineare Abbildungen

falsch; wir geben hierfiir ein gemeinsames Gegenbeispiel an. Fiir die linearen
Abbildungen

0:R* = R? plx)=A-z, und Y :R* = R? o(z) =Bz,
mit den Abbildungsmatrizen

10
A—(é ? g)eRm und B=[0 1] e R®*?
00

ergibt sich

(poy)(x) =p@(z)=A-(B-2)=(A-B) -z =Ey-x=x

fiir alle x € R?, also @ 01 = idg2. Damit ist ¢ 0 insbesondere bijektiv, also
injektiv wie surjektiv; aber ¢ ist wegen ez € Kern(y) nicht injektiv, und
ist wegen e; ¢ Bild(¢)) nicht surjektiv.

5.45 Fiir einen R—Vektorraum V' mit der Basis vy, vq ist in Abhéngigkeit von a, b € R
der Endomorphismus ¢ : V' — V mit

o)) = avy + buy
p(vy) = —bvy + awvy

M = <a _b> € R2x2
b a

die darstellende Matrix von ¢ beziiglich der Basis vy, v3 von V.

zu betrachten; damit ist

a) Beziiglich der Basis vy, vy von V besitzt zum einen der Endomorphismus
idy : V — V,idy(v) = v, die darstellende Matrix

_ 10 2X2
mm () ) ew

und zum anderen der Endomorphismus ¢? = poy : V — V., die darstellende
Matrix

o (a —=b) f(a =bY\ _ a®>—b> —2ab 952
M_<b a> (b a>_(2ab a? — b? € R
Wegen

a —b 2a®> —2ab
2a-M—2a-(b a)_(2ab 2a2)_
a?—bv* —2ab a’® + b? 0
:(2ab a2—62)+( 0 a2+b2):M2+(“2+b2)'E2
1st
M? = —(a®> 4+ b*) - Ey +2a- M,
also
0 = —(a>+ b)) -idy +2a -,

und damit sind idy, ¢, ¢? als Endomorphismen von V' linear abhiingig.



b)

5.46 a)

Der Endomorphismus ¢ : V' — V ist genau invertierbar, wenn seine dar-
stellende Matrix M € R?*? invertierbar ist; dies gilt genau dann, wenn ihre
Determinante det(M) # 0 ist. Wir erhalten somit

¢ ist invertierbar <= det(M) # 0 <

! _ab‘%() — @+ A0,

Im Falle a? + * = 1 ist der Endomorphismus ¢ : V' — V gemif b) inver-
tierbar, und der inverse Endomorphismus ¢! : V' — V besitzt beziiglich
der Basis vy, vy von V' die darstellende Matrix

-1
-1 __ a —b - 1 a b . a b 2%2.
M= (b a) a2 4 b2 (—b a) a2 b2=1 <—b a) € RS

damit erhalten wir fiir die Vektoren ¢~ (v;), o~ !(vy) € V die Darstellung
0 Hv1) = avy —buvy und 0 H(vy) = by +avy

als Linearkombinationen der Basisvektoren v, v, von V.

Die Aussage ist falsch: fiir jede R-lineare Abbildung f : R — R mit f(1) = 2
gilt aufgrund ihrer Homogenitét

) =)= f1)=r-2=2r

fiir alle » € R; damit gibt es nur eine R-lineare Abbildung f : R — R mit
f(1) =2, némlich f(z) =2« fiir alle x € R.

Die Aussage ist falsch: die drei Vektoren

1 0 1
v=10], wvw=|1], vs=11 E]Rs
0 0 0

sind zwar paarweise linear unabhéngig, da sie keine skalaren Vielfachen von-
einander sind; sie sind aber wegen v3 = v; 4+ v9 linear abhéngig.

Die Aussage ist falsch: fiir jede R-lineare Abbildung f : R?® — R? gilt
Bild(f) CR?  also  dimBild(f) < dimR? = 2,
woraus sich mit der Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen
dim Kern(f) = dimR® — dim Bild(f) >3 -2 =1

ergibt; folglich ist Kern(f) # {0} und damit die lineare Abbildung f nicht
injektiv.



