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3.1 Mit Hilfe elementarer Zeilenumformungen sowie der Tatsache, daf} sich die Deter-
minante einer Dreiecksmatrix als Produkt ihrer Hauptdiagonalelemente errech-
net, ergibt sich

01111
20 2 2 2
det(A)=1(3 3 0 3 3 =
4 4 4 0 4 2 aus II, 3 aus 111, 4 aus IV, 5 aus V
555 50
01111
10111
=2-3-4-5-11 1 0 11 =
111 0 1| WLU-LIV-LV-I
11110
0o 1 1 1 1
1 -1 0 0 O
=120-11 0 -1 O O =
1 0 0 -1 0 ((IHID)+ID)+IV) +V
10 0 0 -1
4 0 0 0 O
1 -1 0 0 O .
=120-{1 0 -1 0 o0 e
1 0 O 1 0 matrix
10 0 0 -1
=120-4- (—1)* = 480.
3.2 a) Esist

o A =(-1), also det(A;) = —1,
o Ay = ( , also det(Ay) =1 —1 =0, sowie

,also det(A43) =—-14+0+0—-(0—-1—-1) =1.



b) Fiir n > 4 erhalten wir mit Hilfe des Laplaceschen Entwicklungssatzes

-1 1 0 0

-1 1 0 0
b=t 0 1 -11 0 ..
det(4,)=|0 1 -1 1 " |=/0 1 1. Zeile
o 0 1 -1 " 0 0 Ans
-1 1 0 1 1 0
1+1 1 142 0
= (=" (=1) A, |FEDTRag
11 0
0 alte
= —det(An 1) 0 A, 1. Spalt —det(An_l) —det(An_

c) Fir allen € N mit n > 4 gilt
det(A,) = —det(A,_1) — det(A,_2)
und analog
det(A,—1) = —det(A,—2) — det(A,_3),
woraus det(A,,) = det(A,_ 3) lgt Damit ergibt sich fiir alle k € N
o det(Aspr1) = det(4) =
o det(Aspio) = det(As) = 0 sowie
° det(A3k+3) det(A:;) =
3.3 a) Fiir die gegebene Matrix
1 1 0 0 0
1 2 1 0 :
o 1 2 1
Tn — c Rnxn
O 0 1 2 0
: 1
0 0 1 2
erhalten wir fiir n > 2 mit Hilfe des Laplaceschen Entwicklungssatzes
11 0 0 0
1 2 1 0 : Do
0T 21 T, , i
et(l;,) = =
T =l o 1 0 10
1 21
1 01 2
0 .o 0 1 2

2).



n—te (_1)n+(n71) .1 T2 +

Zeile 0
11
+(=1)" . 2. Tn_ o :
1
1 2
= (=1t Tha H4 (=1)%- 2. Tho
0 1
11 1 2
= — Ty H 2 det(T,_y)
0
11
(”S’zlli’te (=) DO ] et (T o) + 2 - det(Ty_1)
palte

= —(=1)*""% . det(T},_5) + 2 - det(T},_1)
= 2. det(Tn_l) — det(Tn_g).

b) Fiir den Induktionsanfang ergibt sich bei ,n = 1
Ty = (1) und damit det(Ty) =1,

und fiir ,n = 2%

T; = (1 ;) und damit det(Th) =1-2—-1-1=1;

fiir den Induktionsschritt ,n —1 — n* erhélt man unter Verwendung von a)

det(7},) = 2 - det(T},—1) —det(T),—2) =2-1—-1=1.

3.4 Fiir die in Abhéngigkeit vom Parameter a € R gegebene Matrix

0 -1 «
M,=|-1 2 0] eR¥>3
-2 4 1



ergibt sich

0 -1 | 1 0 O
(Mo | E5) = -1 2 0/010
-2 4 11001
—1 0| 010
~ 0 -1 | 1 0O
tetl 2 4 1100 1
—1 0|0 1 0
~ 0 -1 | 1 0 O
II—21 0 1o 22 1
—1 0|l 0 1 0
~ 0 -1 0] 1 200 —«
IT—alll 0 1o 2 1
-1 0 0] 2 1+4a —2«
~ 0O -1 0] 1 2x —Q
el o 0 1]0 -2 1
01 1 00 -2 —1—-4a 2«
O o1 0] -1 20 a | = (B M),
G0N0 0 1] 0 9 1
damit ist M, invertierbar, und fiir ihre Inverse gilt
-2 —-1—4a 2«
M}'=M =[-1 —2a «a|cR¥>.
0 —2 1

Alternativ 148t sich die Invertierbarkeit der Matrix M, mit Hilfe ihrer Determi-
nante nachweisen und ihre Inverse M ! iiber die zu M, komplementire Matrix

—~

M, berechnen: wegen

0 -1 o
det (Mo) = |-1 2 0 = (0+0—4da)—(~da+0+1)=-1#0
_2 4 1 arrus

ist die Matrix M, fiir alle @ € R invertierbar, und es gilt

1 1 ~
M, " = W M, =
1 +det(M,) —det(M},) —+det(Ms)
= 1o A —det(MiQ) —I—det(MéQ) —det(MéQ) =
+det(Mi;) —det(Mjy) + det(Msy)
1 2 14+4a —2« -2 —-1—-4a 2«
=" 1 2« —a|l=|-1 2« ¢!
0 2 —1 0 —2 1

3.5 Fiir die in Abhéngigkeit vom Parameter a € R gegebene Matrix

o o
M,=|a 1 € R3*3
a 1

Q ~Q



ergibt sich

a a «o 1 0 0
(Ma|Ey) = | a1 1]010
a 1 « 0 01

o Q a 0 0

It 0 1—a 1—a 1 10

- 0 1—a 0 101

a o o 0 0

~ 0 l-a 1—a —1 1 0

=\ 0 a-1| 0 -11

Damit enthélt die zur gegebenen Matrix M, zeilendquivalente Matrix

o o o
0 1—a 1—al| eR?®?
0 0 a—1

fiir @« = 0 in der ersten Zeile eine Nullzeile sowie fiir & = 1 in der zweiten und
dritten Zeile jeweils eine Nullzeile und ist damit in diesen Féllen insbesondere
nicht invertierbar; folglich ist aber auch M, fiir @ € {0, 1} nicht invertierbar.

Fiir « € R\ {0, 1} ergibt sich ferner

o« o 1 0 0
(M, | Es) ~ 0O l-a« 1—=a| =1 1 0
0 0 a—1 0 -1 1
1
s (LI oz 000
~ ==
1111 1 1
o 001} 0 -3 &=
1 1 1
100} -7 a1 U
P Y
- 1 1
L0 0] —5p a1 O
~ 010 — 0o —— = (E3 | M)
11111 a—1 a-l
001 0 -+ 4=
damit ist M, invertierbar, und fiir ihre Inverse gilt
1
1 R = 01 3x3
— /
Ma :Ma: Tl 0 —E GR x .
0 L 1
a—1 a—1

Alternativ 148t sich die Invertierbarkeit der Matrix M, mit Hilfe ihrer Determi-
nante {iberpriifen und gegebenenfalls ihre Inverse M ! iiber die zu M, komple-

mentédre Matrix M, berechnen: wegen

det (Ma) = = (@®+a*+a”) = (®+a+a’) =

Sarrus

S o 0O
— = 0O
Q — O

=20"—a—-a’=—-a(a®—-2a+1) = —a(a—1)°



ist die Matrix M, genau dann invertierbar, wenn
det (M,) = —a(a — 1)* # 0, also aecR\A{0,1},
gilt, und in diesem Fall ergibt sich

1
M' = ——— M,
“ det (M,)
1 +det(My,) —det(M},) +det(Ms)
“ +det(Mi;) —det(Myg) + det(M3s)
1 a—1 —a(a—1) 0
= —— | —ala—-1) 0 ala—1)
—a(a—1) 0 ala—1) —ala—1)
_oz(alfl) ﬁ 0
- (& T %
=

3.6 a) Eine Matrix M € R™ ™ (hier fiir n = 3) ist genau dann invertierbar, wenn
fiir ihre Determinante det(M) # 0 gilt. Wegen

1 1 S 1 s
det(A) =10 1—s - (1—3)-‘8 =
S S 1
=(1-s)-(1-5°) =(1-5)7°-(1+5)
und
—-s s -1 s 1
det(B)=|0 -1 = 5 =
82 O 0 3. Zeile —1 S

=5 (s=1)=5"(s—1)-(s+1)
fiir alle s € R ist

e die Matrix A genau dann invertierbar, wenn s € R\ {—1, 1} gilt, sowie

e diec Matrix B genau dann invertierbar, wenn s € R\ {—1,0, 1} gilt.
b) Fiir s € R\ {—1,0,1} sind geméf a) die beiden Matrizen A und B inver-
tierbar; folglich ist auch ihr Matrixprodukt A - B invertierbar und besitzt

damit vollen Rang. In diesem Fall ist also Rang(A - B) = 3, und fiir die
verbleibenden Fille ergibt sich:

e Fiir s = —1 ist

1 1 -1 1 -1 -1

A-B=[0 2 0]-]10 -1 —-1] =
-1 -1 1 1 0 O
0 -2 =2 0 1 1

{0 -2 —2| ~ [0 —2 —2| &
0 2 2/ z1\0o 2 2

und damit Rang(A - B) = 1.

o O O
O O =
OO =



e Fiir s =0 ist

110 0 0 -1
A-B=101 0 0 -1 0 |=
00 1 0 0 0
0 -1 —1 0 —1 —1 01 1
— 1o =1 0| ~ 0 1] ~ (o0 1
(0 o o/ " \o o o/ Y \o 0 0

und damit Rang(A - B) = 2.
o Fiir s =1 ist

111 -1 1 -1 0 00
A-B=10 00 0 -1 1 ]=({000
111 1 0 0 000
und damit Rang(A - B) = 0.

3.7 a) Die in Abhéngigkeit von den Parametern a, b, ¢ € R gegebene Matrix

a 1l b 2
o O O C 3 4x4
Awpe=17 1 1 1|€R
0011
besitzt die Determinante
a1l b 2 a 1 b 2
00 ¢ 3 00 ¢c—30
det(Aape) = 11 1 | Jlu3wll 1 1 1
0011 00 1 1

Lol a 1 2
DB (e=3) 1 11
00 1

2. Zeile
La;iace . . C(_1)3+3 1. a 1 . . ) .
(=) ()= em 8 - )

und damit gilt
det (Aupe) =0 <= —(c—3)-(a—1)=0 <=
= (0—3:0 oder a—1:0) < (c:3 oder azl).

b) Fiir alle a, b, ¢ € R ergibt sich mit Hilfe elementarer Zeilenumformungen

a 1 b 2 1 111
AbZOOc?)ItgHOOll -1
@,0,¢ 1 1 1 1]uewv]|a 1 b 2| m—sl, v—cll

0 011 0 0 ¢ 3
1 10 0 1 1 0 0
0 01 1 0 0 1 1

“la 10 2-b|uwr [0 1—a 0 2—0b]"

0 00 3—c¢ 0 0 0 3-—

wodurch die folgende Fallunterscheidung motiviert wird:



e Sei im ersten Fall a # 1, also 1 — a # 0; wegen

1 1 0 0 1 1 0 0
A - 0 0 1 1 - 0 1—-a 0 2—0b
@b 0 1—-a 0 2=b|uom |0 0 1 1
0 0 0 3—c 0 0 0 3—c¢
ergibt sich
Rang(Aupe) =3 <= 3—c=0 < ¢=3.
e Sei im zweiten Fall a = 1, also
1 10 0
0 01 1
Aave =10 0 0 220
000 3—c¢
fiir b # 2, also 2 — b # 0, gilt dann
110 0 110 0
A " 0 01 1 - 001 1
abe 000 2=b|yaem|0 00 2-b
000 3—c¢ 000 0
und damit Rang(A, ) = 3, und fiir b = 2 gilt
1 10 0 110 0
A " 001 1 " 0 01 1
@b 000 0 |mewv]|0 00 3—c
000 3—c¢ 0 00 0
und damit

Rang(Aupe) =3 <= 3—c#0 < c#3.
Zusammenfassend erhalt man demnach

Rang(Aape) =3 <= (a#1 und ¢=3) oder
(a=1 und b#2) oder
(a=1 und b=2 und c# 3)

3.8 a) Zunéichst besitzt das homogene lineare Gleichungssystem Ax = 0 wegen

1 2 3]0 11 1]0
(A10)=| 4560 ] ~ | 45 6|0 |
1 1 1 0 I« 111 1 2 3 O IIT-1
1110 10 —1]0
o120 = (01 210
01 2/0/™"\oo0 o0lo

genau die Losungen = € R3 mit 23 = A € R beliebig sowie



e 1y +2x3=0,also x9 = —2x3 = -2\, und
L4 $1—$3:07 alsox1:x3:>\,

folglich also die Losungsmenge

A
Lo = —2X| | eR
A
Fiir eine Matrix B = (s1, $2, s3) € R3*3 mit den Spalten s, so, s3 € R? gilt
demnach
AB=0 <+ A(Sl,Sg,Sg) = (0,0, O)
< (Asy, Asy, Asg) = (0,0,0)
<— As; =0 und Asy =0 und As3 =0
<— s €Ly und s3 € Ly und s3 € Ly
o g gl
<~ B=|[-2a -2 —-2v| mit o, 8, vyE€R.
o g gl

b) Jede Matrix B € R**® mit AB = O besitzt gemiB a) die Gestalt

el B Y
B=|-2a -28 -2y
e B ¥
mit «, [, v € R; damit gilt
« 6] y 1 2 3
BA = —2a -2 —2v|-[4 5 6
« 15} v 1 11
a+48+7y 20+ 58+ 3a+65+7
= —2a—-80—-2y —4a—-108—-2y —6a—1208—2x
a+48+7y 20+508+7 3a+68+7y
a+458+7y 2a0+58+7 Ja+68+7y
= | 2(a+48+7) —2Qa+58+7) —2Ba+66+7)
a+48+7y 2a0+58+7y Ja+608+y
mit
() a+4p+~v =0
BA=0 <<= (II) 2a+56+y = 0
(IlT) 3a+65+~v = 0
1 41 « 0
<~ 25 1|18 =10],
3 6 1 y 0
und wegen
14 1]0 1 4 110 s 1 0 -%ilo
—21 I+411 3
2 5 1|0 ~3 -3 -1 2 -3 —1]0
36 1/0/) " \o -6 —2/0/"™\o 0o o]0



konnen wir etwa

oY 1 1 -1 3
gl=1-1 mit B=|-2 2 —6| R\ {0}
o 3 1 -1 3

wahlen.

3.9 Fiir die beiden m x m-Matrizen A = (a;;);; und B = (bji);x € R™*™ ist das
Produkt A - B = ()i x € R™*™ iiber

Cikzzaij'bjk fur alle i,kE{l,...,m}
j=1
erklart; speziell fiir
S ... 8§ t ...t
M,=1: : und M, = |: e R™™
S ... S8 t ... t

also a;; = s fiir alle 4, j € {1,...,m} und b, =t fiir alle 5,k € {1,...,m} ergibt

sich .
cz-k:Zs~t:m~s~t fir alle i,k € {1,...,m}
j=1
und damit
mst ... mst
Ms'Mt: :MmsteRmxm~
mst ... mst

Wir erhalten damit

M?2=M,-M, = M,
M3 =M, -M? = M, My = M,
MY =M, - M3 = M, - My2s = M,

wodurch die Vermutung

M = M, n-14n fur alle neN

S
nahegelegt wird; wir weisen diese mit vollstdndiger Induktion nach:
o fiir ,n =1 ist ]\451 =M, = M, 04.

o fiir ,n — n+ 1“ folgt aus M = M,,n-14,» dann

M = M, - M = M, - My = My gmn-tgn = Mypngnia.

Q2 (9 b\ (a b\ _ a?>+bc ab+ bd
" \e d c d)  \ac+cd bc+d?

3.10 a) Esist



und damit

D-Ey—S-A+A*=

- 10 a b a?+bc ab+bd)
_(ad_b@.(o 1>_(a+d)'(c d)+(ac+cd bc+d2)_
_ (ad —bc 0 _ (ala+d) bla+d) N a?+bc ab+bd)
N 0 ad — be cla+d) d(a+d) ac+ecd be+d?)

_ (ad —bc —a* — ad + a* + be —ab — bd + ab + bd B
o —ac — cd + ac + cd ad —bc—ad —d®> +be+d*) —

0 0
~ (5 0) -
b) Fiir ,<="* gilt im Falle S = 0 und D = —1 mit Hilfe von a)
0=D-E,—S-A+A*=—-E,+ A% also A*= b,

und im Falle b = ¢ = 0 und a? = d*> = 1 gemiB der Rechnung von a)
2
o [(a*+bc ab+bd\ (1 0\
A= <ac—|—cd be+d*)  \0 1 = B

Fiir ,=—* wird A? = F, vorausgesetzt; im Falle S = 0 ergibt sich mit Hilfe
von a)
0=D-FE,—S-A+A*=D -Ey+FEy,=(D+1)-E,, also D= —1,
und im Falle S = a + d # 0 erhélt man geméf der Rechnung von a)

a®+bc bla+d)\ (1 0

cla+d) be+d*)  \0 1)’
also zuniichst b = ¢ = 0 in der Nebendiagonale und danach a? = d*> = 1 in
der Hauptdiagonale.

3.11 Fiir die gegebene Matrix

3 —1 1
A=1[0 2 0] e R¥?>3
1 —1 3

ist die zugehorige lineare Abbildung f : R? — R3, f(x) = A -z, zu betrachten.
Ferner ist fiir die drei gegebenen Vektoren

1 0 1
b1 = 0 s bg = 1 und b3 = 0 € ]RS
—1 1 1



die Hilfsmatrix P = (by, by, b3) € R3*3 gemif

1 01[1 00 101[100
(P|E;) = 0 10(010|~ 010010
IIT+1
-1 11001 012101
1011 0 0 101[1 0 0
e 0100 10 )~ L0100 10
- 5111
0021 —-11)¢> 0015 —35 3
Lo oly 3 -
Sy | 0100 10 ) = (B P)
00 1}y 3

invertierbar mit P~! = P’; insbesondere ist by, by, bs eine Basis von R3.

a) Wegen
3 -1 1 1 2
1 -1 3 -1 -2
3 -1 0 0
fb)=A-by= |0 2 0|-(1] = (2] =061 +2-by+0-b;
1 -1 3 1 2
3 -1 1 1 4
1 -1 3 1 4

200
B=|0 2 0| e R>3
00 4

von f : R?® — R3 beziiglich der Basis by, by, b3 von R3.
b) Als n—te Potenz B™ mit n € N der Diagonalmatrix B € R3*? ergibt sich

om0 0 2" 0 0
B =10 2 0|=[0 20 0 | e R®.
0 0 4 0o 0 2%

Gemaéafl dem Basiswechsel erhalt man
B=P'.A.P bzw. A=P.-B-P!,
woraus Uber

A2=A-A=(P-B-P Y- (P-B-PY)=P B P!
E.
=13

und
A=A A= (P-B*>-P")-(P-B-P)y=P.-B. P!

—_—
=F3



induktiv

101) 2" 0 0 : 3 —3
A" = P-B*-P'=[0 10 0 2" 0 0 1 0
-1 11 0 0 2% : -z 3
1 1 100 1 -1
=10 0]-2"10 1 0
-1 11 00

2" 1—2n —1+2

0
1
1
0 1 1 -1
= on b 10 0 0
1 11 on _gn  on

= 2"t 0 e R¥3
-1 —|— 2" 1 — 2” 1+27
folgt.
¢) Zu den durch die Startwerte ug = 1, vo = 1 und wy = 2 durch
Upt+1 — 3 Unp — Un + Wn,
Un+1 = 2 Un,
Wpy1 = Up — v, + 3w,

fir alle n € Ny rekursiv definierten Folgen (u,)neny, (Un)nen, und (wy)nen,
reeller Zahlen betrachten wir

un
z, = | v, | €R? fir alle n € Np;
Wn,
1
damit ist zo = | 1 | sowie
2
Upt1 3U,— Upt+ Wy, 3 -1 1 Up,
Tpi1= | Une1 | = 2v, =10 2 O)-|v, | =42,
W1 Up— Up+3 Wy, 1 -1 3 W,

fiir alle n € Ny. Damit erhélt man xq; = A - 2y sowie iiber

ZEQZAI'l:A(Al'@)Z(AA)ZL‘O:AQZEO

und
1'3:14'{132:14'(142'%'0):(A'A2)'.’L'0:A3'x0
induktiv
1+2" 1-2" —142" 1
T, = A"-zo=2"""1. 0 2 0 |1
—1+2" 1-2" 142" 2
(1+2")+(1—2")4+2(-1+2")
= 2n . 2
(=1+2")+(1—=2")4+2(1+2")
2n+1 22n 4n
= 2" 2 = 2n = 2"

2 + 2n+1 on + 22n on +4n



also
u, = 4", vy, = 2" und w, = 2" + 4"

fiir alle n € N.

3.12 Eine Matrix A = (sy, 89, 53,54) € R?™* ist genau dann orthogonal, wenn ihre
Spalten s, s9, S3, 54 eine Orthonormalbasis des R* beziiglich des Standardskalar-
produkts o bilden; folglich sind die Matrizen A; und A, orthogonal, die Matrizen
Az und Ay wegen sy 0 s = 1 # 0 aber nicht.

Fiir alle A € R gilt

-2 0 0 -1

0 A 1 0] _
0 —1 =X 0|1 Zeile
1 0 0 =X

X Aq (/\) = det(A1 — /\E4) =

A 10 0 - 1
= (=M1 A 0|=(=D-j0 -1 = =
0 0 -\ 10 0>
I A 1]
=N —)\‘+1 ‘—1 —/\'_
= (o)) = R (- ) = ) >0

damit besitzt A; keinen reellen Eigenwert und ist damit insbesondere nicht reell
diagonalisierbar; dagegen ist As als symmetrische Matrix (orthogonal) diagona-
lisierbar. Fiir alle A € R gilt

1—A 1 1 1
0 2— A\ 2 2 Dreiecks—
Xag(N) =det(As —AB) =1 o~ " g7\ 5 | =
0 0 0 4—A

=(1=2)-C=2-B=A)-@-N);

damit besitzt As die vier verschiedenen reellen Eigenwerte A\ =1, A\ =2, \3 =3
und A4 = 4 und ist daher als 4 x 4-Matrix reell diagonalisierbar. Schlieflich gilt
fiir alle A € R

1—A 1 1 1
0 1-— )\ 1 1 Dreiecks—
o) =det(A=AB) =1 o 0T Dy | 75
0 0 0 1—X

damit ist Ay = 1 der einzige Eigenwert der Matrix Ay; er besitzt die algebraische
Vielfachheit oy = 4, wegen

Ay — Ao By =

S O O O
S O O =
OO ==
O = =



aber nur die geometrische Vielfachheit
7:4—Rang(A4—)\0-E4) :4—3:1,
weswegen Ay nicht reell diagonalisierbar ist.

3.13 Die in Abhéngigkeit vom reellen Parameter a € R gegebene Matrix

0 —a 0
M,=|1 a+1 0 e R3*3
0 1 a+1
besitzt zunachst die Determinante
0 —a 0
det M, =11 a+1 O = (0+04+0)—(0+0—-a(a+1)) =ala+1),
Sarrus
0 1 a+1

und wir erhalten
M, invertierbar <= det M, #0 < a € R\ {-1,0}.

Ferner besitzt M, das charakteristische Polynom

-2 —a 0
Xa(A) = det(M,—AE3)=|1 a+1—-2A\ 0
0 1 a+1—A
Laplace _ 1\3+3 . ) - —a
3. S;alte ( 1) (CL + 1 )\) ‘ 1 a + 1—A

(a+1=X)-(=Xa+1=X)—(—a))
= (a+1-=X)-(N—=(a+1A+a)
= —(—@+1)-(=a)-(A-1)

fir alle A € R; damit zerfillt x,(\) komplett in Linearfaktoren, und fiir die

Nullstellen
)\1:a—|—1, )\2:(1, )\3:1

gilt stets A\; # Ay sowie
)\1:/\3<:>a:0 und Ay = )\3<:>CL—]_
wodurch die folgende Fallunterscheidung motiviert wird:

e Fiir a € R\ {0, 1} besitzt M, die drei (paarweise) verschiedenen Eigenwerte
A1, A2, Az und ist damit als 3 x 3-Matrix diagonalisierbar.

e Fiir a = 0 besitzt My den Eigenwert \; = A3 = 1 der algebraischen Viel-
fachheit a; = 2; wegen

-1 0 0 100
My—1-Es=1 0 0]~ 1010
0 10 000

ergibt sich die geometrische Vielfachheit
v =3—Rang(My—1-FE3)=3—-2=1,

und wegen 7, # « ist My nicht diagonalisierbar.



e Fiir a = 1 besitzt M; den Eigenwert Ay = A3 = 1 der algebraischen Viel-
fachheit as = 2; wegen

-1 -1 0 110
0 1 1 000

ergibt sich die geometrische Vielfachheit
vo=3—Rang(M; —1-FE3) =3—-2=1,
und wegen 7, # «p ist M7 nicht diagonalisierbar.

Zusammenfassend ergibt sich

Matrix M, d1agonallslerbar '
Ja nein
invertierbar —o | ¢ eR\{-1,01} Ja=1
nein a=—1 =0

3.14 Fiir n € N und A € R ist die Diagonalmatrix D = X - E,, € R"*" zu betrachten.
a) Wir zeigen fiir eine Matrix A € R™*"™:
Aist zu D &hnlich < A= D.
Es ist ,,<=* trivial: jede Matrix A € R™" ist mit P = E,, € GL,(R) tiber
Pl'AP=E'AE,=E,A=A

zu sich selbst dhnlich.

Fiir ,=—"“ sei A eine zu D dhnliche Matrix; damit gibt es eine invertierbare
Matrix P € GL,(R) mit A= P~'DP, und wir erhalten

A=P'(\-E,)P = A (P'E,P)=)\-(P'P)=)\-E,=D.
€
b) Wir zeigen fiir eine obere Dreiecksmatrix A € R"*"™, deren Diagonaleintrige
alle gleich A sind:
A ist diagonalisierbar <= A ist eine Diagonalmatrix.

Es ist ,<="* trivial: jede Diagonalmatrix A € R™*™ ist zu sich selbst, also
zu einer Diagonalmatrix dhnlich, mithin diagonalisierbar.

Fiir ,=—*“ sei die Matrix A € R™" diagonalisierbar; damit ist A zur Diago-
nalmatrix diag(Aq, ..., A,) € R™™ dhnlich, wobei Ay, ..., A, die Eigenwerte
von A sind. Fiir alle t € R ist A — ¢ - E,, eine obere Dreiecksmatrix, deren
Diagonaleintrége alle gleich A — ¢ sind, und es folgt

Xa(t) =det(A—t-E,) = (A—1)"
damit ist
AM=...= A\, = A und damit diag(Ai, ..., \n) = A+ By,

so dal A zur Matrix D #hnlich ist; gemé$ a) folgt damit A = D.
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Fir die zu betrachtende Matrix

6 -2 -1
A=1|15 -5 —3] eR>?
-5 2 2
ergibt sich
1 00 6 -2 -1 -5 2 1
Es—A=1010|—-|15 =5 =3]=[-15 6 3
0 0 1 -5 2 2 5 -2 -1
und damit
-5 2 1 -5 2 1
(Bs—A?=|-15 6 3 |-|—-15 6 3 |=
5 =2 -1 5 =2 -1
25—-30+5 —-10+12—-2 —-5+46-1 0 0O
=|17H-90+15 -304+36—-6 —-154+18=3] =0 0 0] =0
-25+30—-5 10—-12+2 O—6+1 0 00

Wegen

(Bs— A= (FE3s—A)- (Bs—A)=FE3- (B3 —A)—A- (B3 — A) =
=(By3—A)—(A-E3—A-A)=FE3—A— A+ A* =[5 —2A+ A?

gilt also F3 — 2A + A? = 0 und damit

damit ist die Matrix A € R3*3 invertierbar mit der inversen Matrix

2 00 6 —2 —1 -4 2 1
At'=2F,—A=|0 2 0| —-(15 =5 3| =|-15 7 3
00 2 -5 2 2 5 =20

Ist A € R ein Eigenwert der Matrix A € R3*3, so gibt es einen Eigenvektor
0#xz€R>mit A-2 = \-x,also

(Bs—A)-x=FE3-z—A-z=x—X-z=(1-)\)x
und damit

= (Bs—A)- (1-N-2) = (1-N-((Bs—4)-2) =

(=N (1= X)) = (=N (1= )= (1= AP
Wegen (F3 — A)? = 0 gilt,

(1-N*2=(E3—A)? 2=0-2=0,
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woraus wegen = # 0 schon (1 —\)? =0, also 1 — X\ = 0 bzw. A\ = 1, folgt;
damit besitzt A hochstens einen Eigenwert, ndmlich A = 1. Wegen

5 —2 —1 5
A-1-Bs=|15 -6 -3 (o
_5 2 1 IIT+1 0

ist Rang(A — 1 - F3) = 1 < 3; damit ist A = 1 tatséchlich ein Eigenwert
der Matrix A mit der geometrischen Vielfachheit v =3 — 1 = 2. Insgesamt
besitzt A € R3*3 genau einen Eigenwert, und der zugehorige Eigenraum ist
von der Dimension v = 2; folglich gibt es héchstens zwei linear unabhéngige
Eigenvektoren von A, insbesondere also keine Basis von R? aus Eigenvekto-
ren von A, so dafl die Matrix A € R3*3 nicht diagonalierbar ist.

Die Teilmenge M = {A € R¥® | det(A) = 0} ist kein Unterraum von R3*3;
wir weisen dies anhand eines Gegenbeispiels nach: fiir die beiden Matrizen

A= und A, = € R3*3

S O =
S = O
o O O
o O O
o O O
— o O

gilt wegen det(A;) = 0 und det(Ay) = 0 zwar A; € M und Ay € M, fiir ihre
Summe

o O =
O = O
_ o O

ergibt sich wegen det(A; + Ay) = 1 # 0 jedoch A; + Ay ¢ M; damit ist M
beziiglich + nicht abgeschlossen, insbesondere kein Unterraum von R3*3,

Die Teilmenge N = {4 € R¥3 | AT = —A} ist ein Unterraum von R3*%;
wir weisen dies mit Hilfe des Unterraumkriteriums nach:

e Fiir die Nullmatrix O € R*® gilt OT = O = —O; damit ist O € N.
e Fiir alle A, Ay € N ist A, Ay € R3*3 mit AlT = —A; und A; = —A,,
und fiir A; + Ay € R3*3 ergibt sich

(A1 +A)T = Al + A] = (A1) + (—Ay) = —(A1 + Ay);

damit ist A1 + AQ e N.

e Fiiralle A € N und A € Rist A € R*? mit AT = —A, und fiir
- A€ R¥3 ergibt sich

A-AT=X-AT =X (—4) = —(\- A);

damit ist A- A € N.

b) Esist N C M: fiir alle A € N gilt nimlich A € R3*3 mit AT = —A, woraus

det(A) = det(AT) = det(—A) = (—1)*-det(A) = —det(A)

AER3x3

und damit 2 - det(A) = 0 bzw. det(A) = 0 folgt; damit ist A € M.
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d)

Es ist M & N: es gilt ndmlich fiir die Matrix

1 00
A=10 0 0| er?™®
000
zum einen det(A) = 0, also A € M, und zum anderen
1 00 -1 00
AT=10 0 0| #| 0 0 0] =-A,
000 0 00

also A ¢ N.

Nach dem Determinantenmultiplikationssatz gilt det(A B) = det(A)-det(B);
da nun ein Produkt zweier reeller Zahlen genau dann 0 ist, wenn mindestens
einer der beiden Faktoren selbst 0 ist, erhdlt man damit in

det(AB) =0 <= det(A) -det(B) =0 <= det(A) =0 oder det(B) =0
die Behauptung.

00 01
zwar A # 0 und B # 0, aber dennoch AB = 0.

Zum Figenwert A € R der Matrix A gibt es einen Eigenvektor 0 # z € R"
mit Ax = Az. Damit gilt

A%z = A(Az) = A(\x) = M(Az) = A(A\z) = N

Die Aussage ist falsch, denn fiir A = (1 O) und B = <O O) € R?*2 gilt

damit ist z # 0 Eigenvektor von A% zum Eigenwert \2. Weiter gilt
APr = (AAM)x = A(A%2) = A(V%2) = N} (Az) = N2 (A1) = NVa;

damit ist z # 0 Eigenvektor von A3 zum Eigenwert \3. Fiihrt man diese
Uberlegungen induktiv fort, so erhilt man, dafl  # 0 Eigenvektor von A*
zum Eigenwert A\* fiir jedes k € N ist.

Die Aussage ist falsch, denn fiir A = (1 0

0 _1> € R**2 gilt zwar A # E und
A # —F, aber dennoch A? = E.

Damit sind die Aussagen a) und ¢) wahr, die Aussagen b) und d) dagegen falsch.

3.18 Eine Matrix M € R™ " ist genau dann symmetrisch, wenn M = M gilt, und
genau dann orthogonal, wenn M " - M = E,, (oder gleichwertig M - M" = E,,)

1st.

a)

Die Matrizen

(1 0 (0 1 952
A—(O _1) und B—<1 O)ER

sind (wegen det(A) = —1 und det(B) = —1) invertierbar und symmetrisch,

ihr Produkt
1 0 0 1 0 1
am=(5 5) (1 o)= (5 o)

ist allerdings nicht symmetrisch.



b) Eine symmetrische Matrix A € R?*? besitzt die Gestalt A = Z lc)) mit

Koeffizienten a, b, ¢ € R, und fiir die zu A inverse Matrix gilt dann

1 ¢ —b
A7l = . :
det(A) (—b a ) ’
folglich ist auch A~! symmetrisch.
c) Esist

(CTAC) =cTAT(CT)T =, CTAC

folglich ist C'T AC' eine symmetrische Matrix.
d) Esist

A-B)' - (A-B)=(B"-A")-(A-B)=B"-(A"-A)-B =
damit ist auch A - B eine orthogonale Matrix.

e) Esist

(A" A (AN AT= (4.4 = E] = By;

A-1=AT

damit ist auch A~! eine orthogonale Matrix.

f) Die Matrizen
(1 0 (1 0 2%2
A—(O 1) und C’—(O 2>€]R

sind (wegen det(A) = 1 und det(C') = 2) invertierbar; dariiber hinaus ist A
(als Einheitsmatrix) sogar orthogonal, aber die Matrix

Tam (1 0y (1 0) (10)_ (10
CAC_(O 2) (0 1) (O 2)_<0 4>
ist etwa wegen det(C'T AC) = 4, also det(C'T AC) # +1, nicht orthogonal.

Damit sind die Aussagen a) und f) falsch, die Aussagen b) bis e) dagegen wahr.

3.19 Sind die beiden Matrizen A und B € R™*" &hnlich, gibt es also eine invertierbare
Matrix 7' € R™" mit B = T-'AT, so besitzen sie gemif

xp(A) =det (B—AE,) =det (TT'AT — \E,) =
=det (TT"AT —T'(AE,)T) =det (T7' (A= XE,)T) =
=det(T) ' -det (A — AE,) -det(T) = det (A — AN E,) = xa())
fiir alle A € R insbesondere dasselbe charakteristische Polynom.

Zur Widerlegung der falschen Aussagen wahlen wir fiir n = 2 speziell

o 1 0 2X2
AO(O 2>6R



sowie

(11 . L1 (1 -1y (1 -1

und damit

srtan= ()6 06 )6 26 )62

insbesondere sind also die Matrizen Ay und By zueinander dhnlich.

a) Ist A € R ein Eigenwert von A, so ist x4(A\) = 0; folglich ist auch x5(\) = 0,
so dafl A auch ein Eigenwert B ist.

1

w600 0
v, 0)- () )

damit ist v zwar ein Eigenvektor von Ag, aber nicht von Bj.

b) Fiir den Vektor v = (0) € R? gilt v # 0 mit

und

c) Ist A invertierbar, so ist A = 0 kein Eigenwert von A; geméf a) ist dann
A = 0 auch kein Eigenwert von B, weswegen B invertierbar ist.

d) Die Matrix Ay ist eine Diagonalmatrix, die Matrix By nicht.
e) Ist A= E, die Einheitsmatrix, so gilt

B=T'E,T=T"'T=E,.

f) Esist
det(A) = x4(0) = x5(0) = det(B).

Damit sind die Aussagen a), ¢), e) und f) wahr, die Aussagen b) und d) dagegen
falsch.

3.20 a) Die Aussage ist wahr: so ist etwa

12 10 0 0
|-t | -7 0 0
U1 = 23 ) Vg = 23 ) V3 = 11 Vg4 = 0
) 11 0 1
wegen
1210 0 0 12 10 0
o -1 =17 0 0 Laplace _ 1N\4+4 . . .
det (Uly V2, U3, U4) - 23 23 1 0 4.S;ﬂte &i)’_l 2?} 2:;)7 g-) ==
5 11 0 1 =1

Lapzlaco _1)3*3 . 1. 12 10 ‘ =12. (_17) — (—1) -10=—-194 7é 0

3.Spalte — — -1 17
=1

eine Basis von R*.
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Die Aussage ist falsch: so ist etwa die Matrix

_ 1 1 2x2
A_<1 1)6R

gemif AT = A symmetrisch und damit insbesondere diagonalisierbar, wegen

11

det(A) = ‘1 1

':1~1—1'1:O

allerdings nicht invertierbar.

Die Aussage ist falsch: so ist etwa die Matrix
_ 0 -1 2x2
A= (1 0 > eR

0 -1
1 0

wegen

det(A) = =0-0—1-(—1)=1#0
i

invertierbar; wegen

-2 -1

xa(A) = det(A — AN E;) = ’ 1

‘:(—)\)2—1-(—1):)\2+1>0

fiir alle A € R ist allerdings A ohne Eigenwert und damit insbesondere nicht
diagonalisierbar.

Die Aussage ist wahr: sei A € R™"™ mit A®> = A. Fiir einen Eigenwert A € R
von A gibt es einen Vektor 0 # z € R” mit A-x = X\ - x, und es folgt

APz =(A-A)-x=A-(A-2)=A-(\-2)=
=AA-2)=XA-N-2)=A-N) 2=\ 1

sowie

A x=(A-A) z=A- (A% 2)=A4A-(\? 2)=
=N (A2)=X- N -2)=\-N) 2=\
woraus sich wegen A% = A zuniichst
Noao=Ac=Az=\ =z,

also
N =N a=N-2-X-1=0,

ergibt; wegen = # 0 folgt
0=XN-A=X-V=-1)=X-A=1)-(A+1)
und damit A =0 oder A =1 oder A = —1.

Die Aussage ist falsch: mit v € R"™ ist auch 2v € R” ein Eigenvektor der
Matrix A € R™" zum Eigenwert A € R, und nicht zum Eigenwert 2 A fiir
A # 0; im allgemeinen ist 2\ € R iiberhaupt kein Eigenwert der Matrix A.



b)

322 a)

Die Aussage ist wahr: zu einer quadratischen Matrix A € R™™ und ihrem
Quadrat A% € R™" betrachten wir die zugehérigen linearen Abbildungen

la:R" - R" ly(x)=A-z, und flu2:R" - R", ((r) = A* 2.
Fiir alle z € Kern(¢,4) gilt A -z = 0, woraus
Ax=(A-A)x=A-(A-2)=A-0=0,

also x € Kern({,2), folgt; damit gilt Kern(£4) C Kern(f42).

Die Aussage ist falsch: wir betrachten als Gegenbeispiel die Matrix

_ 1 1 2X2
A_<0 1)6R

mit dem charakteristischen Polynom

i) = det(A — A Ey) = ’1 -A

TN
0 1—A‘_<1 N

fiir alle A € R. Die Matrix A ist aber nicht &hnlich zur Einheitsmatrix FEs;
denn ansonsten giibe es eine Matrix P € GLy(R) mit P~*A P = E,, woraus

A=PE,P'=pPpPt=E,

also ein Widerspruch, folgt.

Die Aussage ist wahr: wir verwenden die fiir jede quadratische Matrix M &€
R™™ giiltige Beziehung

(¥*) M invertierbar <= det(M) # 0

und erhalten fiir alle A, B € R™*" mit Hilfe des Determinantenmultiplika-
tionssatzes (*) dann

A - B invertierbar <(——)> det(A-B) #0 <(——)>
< det(A)-det(B) #0 < (det(A) #0 und det(B) #0) <

in R (%)

= (A invertierbar und B invertierbar).
Fiir eine Matrix M € R™*" betrachten wir die zugehérige lineare Abbildung
by :R" =R, ly(z) =M - x;

da der Bildraum Bild(¢y;) von ¢;; mit dem Spaltenraum von M iiberein-
stimmt, gilt dim Bild(¢y;) = Rang(M). Sei nun A € R™" fiir ein n € N.
Fiir jedes y € Bild(£42) gibt es ein x € R™ mit

y=Llp@)=A% 2=(A-A) - 2=A-(A-2)=04(A-1)

mit A-x € R", es ist also y € Bild(£4) und damit Bild(¢42) C Bild(£4), und
wir erhalten

Rang A% = dim Bild(£42) < dim Bild(¢4) = Rang A.

Damit ist die Aussage wahr.
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Fiir eine orthogonale Matrix B € R™*™ mit n € N gilt nach Definition
B-B'=E,=B".B;

folglich ist die Matrix B invertierbar, und es gilt B~! = BT. Damit ist die
Aussage wahr.

Fiir die Nullmatrix C = O € R™" mit n € N gilt C? = O? = O und damit
det C? =0 = det C,
sie ist aber wegen
C-C'=0-0"=0-0=0+E,
keine orthogonale Matrix. Damit ist die Aussage falsch.
Fiir lineare Abbildungen f : R” — R” und g : R" — R" gilt stets
go f=0 <= Bild(f) C Kern(g).

o Fiir ,—“ sei go f = 0 sowie y € Bild(f); damit gibt es ein z € R™ mit
f(z) =y, und wir erhalten

9() = g(f(x)) = (go f)(z) = 0(x) = 0,
also y € Kern(g). Folglich gilt Bild(f) C Kern(g).
o Fiir ,<=* sei Bild(f) C Kern(g); fiir alle z € R" gilt f(z) € Bild(f)

und damit nach Voraussetzung f(z) € Kern(g), also g(f(z)) = 0, so daB
(go f)(x) =g(f(x)) =0 folgt. Folglich ist g o f = 0 die Nullabbildung.

Damit ist die Aussage wahr.
Wir betrachten die nichtquadratische Matrix

1 000
0100

A=10 0 1 0| e R®*,
0001
0000

es sind zwar die vier Spaltenvektoren ei, ez, e3,e4 € R linear unabhiingig,

die fiinf Zeilenvektoren e/, eq,e5,ei,0 € R™ jedoch (schon aus Dimen-

sionsgriinden) linear abhéngig. Damit ist die Aussage falsch.
Fiir jede invertierbare Matrix A € GL,(R) mit der inversen Matrix A" gilt

A-A1=EF,=A"1. A,
woraus sich durch Transponierung
(A-AN =E] = (4. 4)"

und folglich

(AN AT=E,=AT. (4"

ergibt; demnach ist auch AT invertierbar mit
T\ —1 —1\ T
(A7) =(a7) .

Damit ist die Aussage wahr.
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Fir n = 2 betrachten wir die Matrix
1
= 0
_ 2 2X2,
ro(} %) cnon

0‘1

es gilt

1
2

0 2

und die beiden Spaltenvektoren sind geméaf3

1 0 )
(6)o(2):5-0+0-2:0

zueinander senkrecht (beziiglich des Standardskalarprodukts), wegen

rre(b) (-G s

ist die Matrix T jedoch nicht orthogonal. Damit ist die Aussage falsch.

det(T) = —1.2-0.0=1,

Die Aussage ist wahr: Zwei Matrizen A, B € R™" sind dhnlich, wenn es
eine invertierbare Matrix P € GL,(R) mit B = P~!- A - P gibt; speziell
fir P = E, ergibt sich B = A, so daf} jede Matrix zu sich selbst dhnlich
ist. Damit ist jede Diagonalmatrix zu einer symmetrischen Matrix (ndmlich
sich selbst) @hnlich.

Die Aussage ist falsch: Fiir eine Matrix A € R"™*" liegen der Spaltenraum
S C R™ und der Zeilenraum Z C RY™™ fiir m # 1 oder n # 1 nicht
in einem gemeinsamen Vektorraum, so daf} sie keine komplementéiren Un-
terrdume sein konnen.

Die Aussage ist falsch: Fiir einen Vektorraum V' # {0y} wéihlen wir einen
Vektor v # 0y und setzen v; = vy = v3 = v; damit sind vy, ve, v3 linear
abhéngig, aber der von ihnen erzeugte Untervektorraum (v, ve,v3) = (v)
besitzt die Dimension 1 # 2.

Die Aussage ist wahr: Besitzt der Endomorphismus f : V' — V eines Vek-
torraums V' den Eigenwert A = 0, so existiert ein zugehoriger Eigenvektor
v €V, und es gilt

v # Oy und f)=X-v=0-v=_0y;

demnach ist v € Kern(f), damit ist Kern(f) # {0y}, also dim Kern(f) > 0.

Die Aussage ist wahr: Gilt fiir zwei Matrizen A, B € R™*" die Beziehung
A-B=E,, soist A€ GL,(R) invertierbar mit A~' = B, und damit gilt

B-A=A"'-A=E,;

hier wird speziell n = 3 betrachtet.

Die Aussage ist falsch: fiir die beiden Matrizen

010 100
A=10 0 O und B=10 0 0| e R>
000 000
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gilt zwar

010 1 00 0 00
A-B=10 0 0 00 0]=1000]=0,
0 00 0 00 0 00
aber
1 00 010 010
B-A=10 0 0 00 0]=10 0] #0.
0 00 0 00 0 00

Die Aussage ist (sogar fiir beliebiges n € N) wahr: ist ndmlich A € O, (R)
orthogonal, so gilt nach Definition AT A = E,,, mit dem Determinantenmul-
tiplikationssatz also

1 =det(E,) = det(ATA) = det(A") det(A),
woraus wegen det(AT) = det(A) schon
1 =det(A") det(A) = (det(A))”

und damit det(A) = 1 oder det(A) = —1 folgt.

Die Aussage ist (sogar fiir beliebiges n € N) wahr: ist ndmlich A € O, (R)
orthogonal, so gilt nach Definition AT A = E,; ist nun A € R ein Eigenwert
von A, so gilt

Ar=)\x fir ein 0 # 2z € R",

woraus

2 r=z"E,x=x" (ATA) r = (ITAT) (Az) =
=(A2)" (Az) = (A2)" (Aa) =\ (¢ a),

wegen ' x > 0 also 1 = A2 und damit A = 1 oder A = —1 folgt.
Die Aussage ist falsch: die Matrix

_ 0 -1 2x2
A_(l O)GR

()0 )0 Y-

orthogonal, besitzt aber wegen

ist wegen

= (A2 =(=1)-1=X+1>0

A1
Xa(A) = det(A — \Ey) = ‘_1 _A’

fir alle A € R keinen (reellen) Eigenwert.

Die Aussage ist (sogar fiir beliebiges n € N) wahr: ist ndmlich A € O, (R)

orthogonal, so gilt nach Definition AT A = F,; damit ist A invertierbar mit
Al =AT,



e)
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Die Aussage ist falsch: die Matrix A € Oy(R) von c) ist orthogonal, wegen

T (0 1 0 -1\
4= <—1 0 7 1 0/ 4
aber nicht symmetrisch.

Die Aussage ist falsch: Die obere Dreiecksmatrix

_ 1 2 2X2
A_(O 3)GR

besitzt die beiden verschiedenen Eigenwerte Ay = 1 und Ay = 3, ist also als
2 x 2-Matrix diagonalisierbar. Wir nehmen zum Widerspruch die Existenz
einer orthogonalen Basis vy, v3 von (R?, o) aus Eigenvektoren von A an; dann
ist aber ﬁvl, mw eine Orthonormalbasis von (R?, o) aus Eigenvektoren
von A. Folgjlich ist A sogar orthogonal diagonalisierbar, mithin symmetrisch,
im Widerspruch zu AT # A.

Die Aussage ist wahr: Sei A € R3*3 mit
A2 —2A=—F4 bzw. A2 —2A+ E5=0.

Ist A € R ein Eigenwert von A, so gibt es einen Eigenvektor 0 # z € R? mit
A-x = \-z, und wegen

Ax=A-(A-2)=A-N-z)=X-(A-2)=X-(N-2) =\ 2
ergibt sich

OzO-x:(A2—2A+E3)-x:A2-x—2A~x—|—E3-x:
=N.z—2X-z+1l-2=(N-2x+1)-2=(\—-1) =

wegen = # 0 also (A — 1) = 0 und damit A = 1.

Die Aussage ist falsch: Ist etwa B = O € R?**? die Nullmatrix, so gilt fiir
jede (nicht notwendigerweise invertierbare) Matrix A € R**3 wegen BA = O

schon
Spaltenraum(BA) = {0} = Spaltenraum(B);
wir konnen also als Gegenbeispiel etwa A = O wihlen.
Die Aussage ist falsch: Die Gleichung 22 + y? + az + b = 0 definiert im R?

etwa fiir a = 0 und b = 0 einen Punkt oder fiir a = 0 und b > 0 die leere
Menge, also nicht immer eine Ellipse.
Die Aussage ist wahr: Fiir a, b € R ist die Gleichung () 2> +y+az+b =0
im R? zu betrachten; wegen

2

(*) = (x2+am+a—)—a—2+ +b=0
1) AT

— <x+g>2+(y+5_§):o

— u+v=0 mit Y = :v—|—§a2

besitzt () die affine Normalform u?+v = 0 und definiert damit eine Parabel.



f) Die Aussage ist wahr: Seien Uj, U, Us Unterrdume des R—Vektorraums
V mit Uy C Us. Fiir alle v € Uy + U, existieren u; € Uy und uy € U; mit
v = uy+us, und wegen Uy C Us gilt us € Us und damit v = u14uy € U;+Us;
es ist also Uy + Uy C Uy + Us.



